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6 Предисловие
Предисловие
Кому адресована книга
Эта книга написана в помощь тем программистам, которые хотятпривести свои знания в систему и переосмыслить тот круг идей, скоторым приходится сталкиваться на практике. Книга призвана ока-зать помощь в чтении и изучении оригинальных исследовательскихработ в области системного и теоретического программирования,а также в случае необходимости произвести аккуратную математи-ческую проработку вновь создаваемых механизмов программиро-вания. Подробные объяснения и большое число разобранных при-меров и задач помогут войти в курс дела без чрезмерных усилийв подборе библиографии и начать собственную исследовательскуюработу в этой интересной и перспективной области. Этому способ-ствует значительная независимость в изучении отдельных разделов,что обусловлено спецификой самой математической дисциплины --комбинаторной логики. Для более математически искушенного чита-теля интерес могут представлять прикладные аспекты теории.

Зачем нужно исчислять объекты
Работа за компьютерами с оболочкой, способной взять на себя за-боты об управлении объектами программного обеспечения, закла-дывает основу самой современной на сегодня методики програм-мированиия. В настоящее время с объектами работают сотни при-кладных программ таких, как Windows, Designer, Corel Draw и многихдругих. С другой стороны инструментальные системы программиро-вания Small Talk, C++, Actor и ряд других требуют от программистасистематических рассуждений в терминах объектов и связей междуними, которые в свою очередь могут рассматриваться как объекты.Программирование в терминах объектов требует создания и поддер-жания собственной математической культуры, дающей весь спектрстимулирующих идей. Программист при решении вполне конкретнойзадачи становится исследователем, от которого требуется созданиесобственного языка со своими возможностями. Эти возможности невсегда интуитивно очевидны, и могут потребоваться чисто матема-тические оценки их выразительных возможностей. Кроме того, ча-сто требуется не просто написать некоторый программный код, но и
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выполнить его оптимизацию, не теряя свойства эквивалентности ис-ходному коду. Все это требует для аккуратного и профессиональногопроведения работы своей собственной “математической оболочки”,в которой поддерживаются все значимые и интересные математиче-ские приложения.

Основное -- адекватный способ мышления
Хорошо известно, что в практике программирования сложились раз-личные подходы, которые развиваются по различным направлени-ям. Бросающиеся в глаза различия проявляются в разном спосо-бе осмысления и написания программ. Большинство программи-стов занимается процедурным программированием. Однако кроменего есть программирование, основанное на правилах, логическоепрограммирование, параллельное программирование, визуальноепрограммирование, программирование в терминах потоков дан-ных. При желании этот перечень можно продолжить, но он, оче-видно, будет неполон, если в него не включить также и объектно-ориентированное программирование, которое имеет явно выражен-ную тенденцию роста.Подходов и стилей программирования много, и это отражает кар-тину совершенствования и распространения все новых и новых ком-пьютерных архитектур. Возникающие архитектуры ориентированына новые подходы к программированию, которые еще только заро-ждаются в исследовательских лабораториях.Обилие и разнообразие подходов к программированию в computerscience отражается в развитии и распространении различных подхо-дов к построению математики. Действительно, математических тео-рий построено удивительно много, и каждая из них является совер-шенно своеобразным языком общения сравнительно ограниченногокруга специалистов, которые хорошо понимают друг друга. Одна-ко попытка “непосвященного” понять практическую пользу и значи-мость нового математического языка наталкивается на препятствия.Прежде всего оказывается необходимым перестроить собственныйстиль мышления, чтобы на известные трудности взглянуть под но-вым углом зрения. Так распространение объектно-ориентированногопрограммирования требует и привлечения других способов рассу-ждения, которые зачастую радикально отличаются от стереотиповрассуждения в процедурном программировании.
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Точно также лишь немногие и сравнительно молодые матема-тические теории ориентированы на рассуждения в терминах объек-тов, а не в терминах операторов, как это следует из опыта изуче-ния математического анализа в большинстве университетов, в томчисле, и технического или компьютерного профиля. К сожалению,программисту не удается прослушать университетский курс, закла-дывающий основы математического мышления в терминах объек-тов. В лучшем случае дело ограничивается сообщением чисто ма-тематических результатов, полученных в комбинаторной логике, λ-исчислении или теории категорий, которые не так-то просто пре-ломить на практическое программирование без известной теорети-ческой искушенности.Можно утверждать, что комбинаторная логика значительно по-влияла на современную картину программирования. Начинаясь какнаука о природе подстановок в математических теориях, она по-родила функциональное программирование, программирование втерминах суперкомбинаторов и некоторые другие чрезвычайно пло-дотворные подходы к программированию. В частности, только по-настоящему проникнув в сам дух комбинаторной логики, можно по-нять в деталях и практически применить систему программированияс заранее нефиксированной системой инструкций.Парадигмы программирования 90-х гг. в сильной степени выро-сли из математического способа рассуждений, принятого в теориивычислений. В частности, одной из ее начальных посылок была кон-цепция “протекания информации” вдоль некоторого “возможного” ру-сла, что привело к возникновению весьма плодотворной концепциипрограммы, управляемой потоком данных. Другой пример связан сидеей использования некоторой части комбинаторной логики, по-строив в ней специальные объекты-инструкции. Эти объекты образу-ют систему команд категориальной абстрактной машины, котораяможет быть с успехом положена в основу вполне практических (нообъектно-ориентированных) систем программирования. Более того,правила комбинаторной логики позволяют оптимизировать компи-лируемый программный код, редуцируя его к некоторой нормальнойформе. Для специалистов в комбинаторной логике это почти самособой разумеется с самого начала, поскольку в этом состояла однаиз целей разработки комбинаторной логики как математической дис-циплины.Современные исследования в области computer science пока-зывают, что комбинаторная логика и ее различные категориальные
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диалекты становятся необходым математическим языком програм-миста, пользуясь которым он обменивается идеями со своими кол-легами. Дело как раз в том, что одним из предметов ее исследованияявляются объекты и построение различных исчислений объектов, ко-торые удовлетворяют кругу вопросов каждой конкретной прикладнойзадачи. Другими словами, решение всякой задачи требует построе-ния специального точного языка. Как хорошо известно программи-стам, это язык интерфейса программного обеспечения. В терминахспециалиста в computer science это специализированный диалекткомбинаторной логики.

Объекты и системный подход
Если программистом для разработки избирается объектно-ориен-тированный подход, то скорее всего будет ошибкой подгонять ре-шаемую задачу под какую-нибудь заранее известную математиче-скую модель. Возможно, значительно лучше будет поискать нестан-дартное решение, которое в точности охватывает специфическиеособенности, связанные с самой природой прикладной области. Вcomputer science для этого избирается метатеория, в рамках ко-торой проводится исследование и которая “настраивается” на спе-цифику прикладной области. Один из способов настройки -- это по-гружение прикладной теории (“меньшей” теории) в чистую метатео-рию (“большую теорию”). Кроме того, с математической точки зренияв рамках комбинаторной логики удобно строить подтеории -- спе-циальные математические модули, которые в готовом виде задаютмеханизмы вычислений, имеющие самостоятельное значение. Та-кие рассуждения легко найдут отклик у программиста, вынужденногозаниматься большим программным проектом, когда преимуществарассуждений в терминах объектов и их свойств становятся особен-но очевидными. Комбинаторная логика позволяет на математическиидеализированных объектах предварительно “проиграть” все наибо-лее сложные и тонкие моменты взаимодействия механизмов боль-шого программного проекта.
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Введение
Все, что есть существенного в комбинаторной логике -- это объ-екты и способы комбинирования объектов. Комбинирование од-них объектов с другими выполняется посредством изначально выде-ленных объектов-констант, называемых комбинаторами. Этих изна-чальных комбинаторов всего несколько, однако пользуясь ими уда-ется построить такие известные формальные системы как логикавысказываний, логика предикатов, арифметические системы1 и це-лый ряд других. За последнее десятилетие комбинаторная логикастала одним из основных метаматематических аппаратов computerscience, показав свои возможности в сфере программирования. Воз-никло целое семейство языков функционального программирова-ния. Miranda, ML, KRC уже достаточно известные программистамдают представление о возможных применениях. Однако заявившийо себе в полной мере объектно-ориентированный подход к програм-мированию и к проектированию прикладных систем в целом ставитпринципиальные вопросы, касающиеся самого способа оперирова-ния в терминах объектов. Для этого требуется заранее выбранныйуниверсум рассуждений, своего рода теоретическая оболочка, кото-рая гарантирует математическую плодотворность проводимого ис-следования. Это становится особенно ощутимым при реализациибольших программных проектов, когда выбор систематического спо-соба представления и оперирования объектами приобретает реша-ющее значение.

Обсуждение структуры книги
Структура книги и расположение отдельных разделов выполнены та-ким образом, чтобы читателю можно было наиболее полно сосредо-точить внимание на вопросах, имеющих принципиальное значение.
• Синтез нового объекта
Одна из важных задач, решаемых в комбинаторной логике, форму-лируется как задача синтеза объекта с заданными свойствами изимеющихся объектов применением уже известных способов комби-нирования. На начальном этапе предполагается наличие всего трех

1Более строго: системы нумералов
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объектов-комбинаторов: I, K, S, а также их свойств, задаваемыххарактеристическими равенствами. Для сохранения интуитивной яс-ности можно предполагать, что имеется система программированияс этими тремя инструкциями, пользуясь исключительно которымипредстоит построить довольно богатую по выразительным возмож-ностям систему программирования. Результирующая система будетсодержать исключительно объекты-комбинаторы.
• Характеристики комбинатора неподвижной точки
Прозрачность комбинаторной логики делает ее весьма простой визучении. После первых продвижений может показаться, что в нейвсегда имеем дело с простыми и конечными по своей природе объ-ектами. Однако это впечатление обманчиво, и пользуясь комбина-торами, можно представлять процессы, в том числе циклическиевычисления, которые представлют известную в программированииработу со стеком рекурсии.
• Применение принципа экстенсиональности
Комбинаторная логика имеет ту особенность, что в ней строятся иприменяются функции с заранее не фиксированным числом аргу-ментов. Это означает, что ответ на вопрос, сколько же у применяе-мой функции-объекта в действительности аргументных мест требуетизвестной осторожности. На самом деле аккуратное использованиедовольно простых принципов экстенсиональности (расширяемости)позволяет преодолеть эту неопределенность.
• Нумералы и их свойства
Обращаем внимание, что с самого начала в комбинаторной логикесреди первичных объектов нет . . . чисел. Дело в том, что концеп-цию числа можно разработать самостоятельно, пользуясь извест-ными комбинаторами. Тогда числа предстают в несколько необыч-ном облике -- они являются объектами, проявляющими свою арностьв зависимости от используемой системы постулатов. Точно так жев виде комбинаторов удается разработать арифметические опера-ции. Другими словами, арифметические сущности встраиваются вкомбинаторную логику. Эта ситуация хорошо знакома в объектно-ориентированном программировании -- приложение (арифметиче-
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ские объекты со своими правилами) встраивается в программнуюсреду (комбинаторную логику).

• Исследование свойств комбинаторов с типами
Концепция класса является одной из самых основных в объектно-ориентированных рассуждениях. Класс в этом случае понимаетсякак образец для создания экземпляров конкретных объектов. Болеетого, классы сами могут рассматриваться как объекты. Точно такжекомбинаторы классифицируются, или типизируются. Существеннымдля комбинаторов оказывается высокий порядок функциональныхпространств. Тем не менее интуитивная ясность работы с комбина-торами как с объектами не теряется.

• Разложение термов в базисе I, K, S
Сосредоточим внимание на наипростейшей системе программиро-вания, в которой всего только три инструкции: I, K, S. Синтезиро-вать новый объект можно чисто механическим использованием ал-горитма разложения в базисе, который вполне аналогичен процессукомпиляции.

• Разложение термов в базисе I, B, C, S
Как оказывается, базис I, K, S не единственный, и свойство базис-ности проявляет также набор комбинаторов I, B, C, S. Компиляция(разложение) объекта в этом базисе также решает задачу синтезаобъекта с заданными свойствами. Очевидно, можно использоватьсвободу выбора базиса в зависимости от некоторых критериев.

• Выражение определения функции с помощью оператора непо-движной точки Y
Рассматривается случай рекурсивных определений объектов. Поль-зуясь фундаментальной для функционального программированиятеоремой о неподвижной точке, рекурсивные определения удаетсяпривести к обычному эквациональному виду.
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• Исследование свойств функции list1
Показываются возможности построения функции-объекта в параме-тризованном виде. Придавая аргументами частные значения -- а эти-ми частными значениями могут быть и функции, -- можно получитьцелое семейство определений частных функций.
• Установление изоморфизма декартово замкнутой категории иапликативной вычислительной системы
Теперь начинаем продвигаться в глубь математических абстракцийи будем увязывать операторный стиль мышления с комбинатор-ным. Отметим, что в комбинаторной логике используется единствен-ный оператор -- оператор аппликациии, или оператор приложения(применения) одного объекта к другому. Возникающая при этом си-стема вычислений носит название аппликативной вычислительнойсистемы. Она увязывается с традиционной операторной вычисли-тельной системой, которая представлена специальным объектом --декартово замкнутой категорией.
• Построение отображения, каррирующего n-местную функцию
Используемые в операторном программировании n-местные функции-операторы в комбинаторной логике имеют образы в виде объектов,которые наследуют все их существенные свойства.
• Вывод основных свойств оболочки Каруби
Специальная категория, называемая оболочкой Каруби, позволяетлаконично выразить весь запас знаний, имеющийся относительнооператоров, в терминах комбинаторной логики. При этом типы такжекодируются объектами. Тем самым выполняется погружение типово-го приложения в бестиповую программную среду.
• Декартово произведение и проекции: погружение в АВС
Окончательное завершение начатого процесса погружения достига-ется введением в рассмотрение упорядоченных совокупностей объ-ектов. Как оказывается, аппликативные вычисления также допуска-ют их представление.
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• Представление LISP средствами λ-исчисления или комбина-торной логики
В аппликативную вычислительную систему встраивается нетриви-альное приложение: значительный и, по-существу, полный фрагментизвестной системы программирования LISP .

• Реализация вычисления значений выражений с помощью су-перкомбинаторов
Показывается, как работают объектно-ориентированные системы,встроенные в комбинаторную логику. Тем самым непосредствен-но удовлетворяется потребность в денотационном вычислении ин-струкций языков программирования, когда объектами выражаетсяфункциональный смысл программы. Существенно, что вычислениеначинается с некоторого заранее известного набора инструкций. Впроцессе вычисления значения программы динамически возникаютзаранее неизвестные, но необходимые по ходу дела инструкции, ко-торые дополнительно фиксируются в системе программирования.

• Полностью ленивая реализация суперкомбинаторов
При динамическом формировании объектов “на лету” эффектив-ность результирующего кода может теряться из-за необходимостинеоднократно вычислять значение одного и того же объекта. Приме-нение механизмов ленивого означивания позволяет этого избежать:если значение объекта уже однократно вычислено, то в дальнейшемиспользуется именно это заранее вычисленное значение.

• Оптимизация вычислений путем перестановки параметров
Применение комбинаторов открывает возможности строить оптими-зированный программный код, попутно в ходе синтеза результирую-щего объекта анализируя порядок возможного замещения формаль-ных параметров на фактические.
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• Реализация непосредственных вычислений выражений язы-ков программирования
Пересматривается техника вычисления значения выражений в све-те систематического построения набора синтактико-семантическихравенств, реализующих избранную парадигму объектно-ориентиро-ванных вычислений.
• Вычисление значения кода де Брейна
Вводится в рассмотрение техника переобозначения связанных пе-ременных (формальных параметров), которая позволяет избежатьколлизий связывания при замещении формальных параметров нафактические. Это прием переобозначения носит название кодирова-ния по де Брейну и позволяет, фактически, аппаратом λ-исчисленияпользоваться на тех же самых правах, что и аппаратом комбинатор-ной логики.
• Реализация машинных инструкций категориальной абстракт-ной машины (КАМ)
Строится специальный вариант теории вычислений, называемый ка-тегориальной абстрактной машиной. Для этого вводится в рас-смотрение специальный фрагмент комбинаторной логики -- катего-риальная комбинаторная логика. Она представлена набором комби-наторов, каждый из которых имеет самостоятельное значение какинструкция системы программирования. Тем самым в комбинатор-ную логику встраивается еще одно полезное приложение -- системапрограммирования, основанная на декартово замкнутой категории.Это позволяет еще раз на новом уровне переосмыслить связь опе-раторного и аппликативного стиля программирования.
• Возможности оптимизации при вычислении на КАМ
Использование декартово замкнутой категории открывает дополни-тельные возможности оптимизации результирующего программногокода. Помимо свойств самой комбинаторной логики, используемой вкачестве оболочки, допускается применение специальных категори-альных равенств, заимствованных из декартово замкнутой категориикак из приложения.
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• Переменные объекты
Заключительная часть рассмотрения исчислений объектов касает-ся общих вопросов математического представления объектов. По-казывается, что использование концепции функтор-как-объект по-зволяет в компактной и лаконичной форме обозреть основные зако-ны объектно-ориентированных вычислений. В частности, акцент де-лается на системах меняющихся (переменных) понятий-концептов,которые являются обычными объектами комбинаторной логики, нопроявляют полезные для программирования свойства. Например, спомощью переменных концептов без особых осложнений строитсяне только теория вычислений, но и семантика систем программиро-вания, а также модели объектов данных. Данные-как-объект даютновые степени свободы в компьютерных рассуждениях.
Краткие рекомендации по порядку изучения книги
Можно наметить возможный порядок чтения изложенного материа-ла. Совсем небольшие усилия потребует автономное прочтение раз-делов 2-4, 6. Это материал дает представление о гибкости и выра-зительных возможностях языка комбинаторной логики.К этому предварительному базису можно добавить разделы 5, 9,7-8, где рассматриваются нумералы, рекурсия, разложения в бази-сах.Затем можно прочитать разделы 10, 15-18, которые вводят в кругидей программирования посредством комбинаторов с динамическойсистемой инструкций.Добавлять другие разделы можно по своему вкусу. В частно-сти, более детальное знакомство с категориальной абстрактной ма-шиной в разделах 19-22 потребует обратиться к источникам, реко-мендованным в библиографии. Разделы 11-14 ориентированы натех читателей, которые хотят начать самостоятельное чтение ори-гинальных исследований в области computer science. Освоив основ-ные идеи теории вычислений, можно приступить к чтению статейпо данному вопросу. С другой стороны, раздел 23 может заинте-ресовать тех, кто пожелает более глубоко вникнуть в существо по-строения “встроенных приложений”, которые требуют модификациисреды вычислений. В этом случае исследователь сталкивается с пе-ременными понятиями или, по другой терминологии, с переменнымиконцептами.



Раздел 1
Предварительные сведения
К настоящему времени в теоретических исследованиях в области
computer science сложился основной математический аппарат. Напервый взгляд он не является однородным. Более того, каждое оче-редное исследование, как правило, содержит построение своего соб-ственного математического аппарата. Очень часто применяемые ав-тором основные математические идеи оказываются завуалирован-ными громоздкими выкладками.Вместе с тем при более внимательном рассмотрении часто ока-зывается, что работа использует те или иные идеи либо из теории ка-тегорий, либо из комбинаторной логики, либо из исчисленияλ-конверсий,либо из всех трех этих математических дисциплин сразу. О важностиовладения этими разделами математики свидетельствует хотя бытот факт, что открыв практически наугад труды любой конференциипо computer science, можно найти не только чисто номинальное ис-пользование λ−обозначений, но фактическую разработку собствен-ного математического языка, опирающегося на применение аппли-каций и абстракций. Тем не менее попытки самостоятельного изуче-ния основ λ-исчисления или комбинаторной логики наталкиваютсяна препятствие с самых первых шагов : требуется известное уси-лие, чтобы “перестроить мышление” с операторной точки зрения наматематические записи на аппликативную, когда нет изначальногоразделения математических сущностей на “функции” и “аргументы”,а есть только “объекты”. Интересно отметить, что один и тот же объ-ект в зависимости от контекста может использоваться в различныхролях, играя то роль аргумента, то роль функции.
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18 РАЗДЕЛ 1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ
С синтаксической точки зрения объекты выделяются либо ис-пользованием специальной скобочной записи, либо принятием со-глашения об опускании скобок, когда их при желании можно одно-значно восстановить. Другая важная отличительная особенность за-ключается в акцентировании свойства базисности некоторых заранеевыделенных объектов. Всякий раз оказывается, что вновь вводимыйобъект может быть выражен путем комбинирования исходных объек-тов, которые в силу этого обстоятельства вполне уместно назватькомбинаторами. Такую разложимость произвольно введенного объ-екта в базисе трудно переоценить: вместо исследования свойствгромоздкой прикладной теории с большим числом самых разныхобъектов можно заняться исследованием свойств всего несколькихобъектов, нисколько не теряя при этом общности получаемого ре-зультата.Для специалиста в computer science это весьма желаемое свой-ство. Оказывается, что базисные комбинаторы могут быть принятыза систему команд некоторой абстрактной вычислительной системы,а все прочие объекты могут быть выражены, то есть “запрограмми-рованы” посредством использования именно этого набора команд.Несмотря на кажущуюся очевидность, эта возможность аппаратакомбинаторной логики еще не достаточно применена в практике ком-пьютерных исследований.Обсуждение философских, чисто математических или техниче-ских аспектов аппликативных вычислений может увести далеко всторону оснований математики. Тем не менее существует вполнеприемлемый путь. Можно сперва ограничиться решением некото-рых -- хотя и на первый взгляд абстрактных,-- задач, а затем сделатьвывод, стоит ли двигаться дальше, в глубь идей аппликативных вы-числений.Данный раздел следует воспринимать как некоторое подобиеменю, в котором обозначены основные вопросы, взаимодействиекоторых предстоит сначала увидеть непосредственно, а потом придетальном изучении выявить его более глубокую сущность.В настоящем разделе приводятся подборки вариантов задач, ко-торые рекомендуется использовать при самостоятельном изучении.В случае организации аудиторной работы по изучению λ−исчи-сления и комбинаторной логики можно порекомендовать специаль-ные подборки задач по вариантам, позволяющие делать не “слиш-ком большие”, а вполне посильные шаги при освоении новых мате-матических, или, скорее, вычислительных идей. Эти варианты задач
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сведены в таблицу. Варианты задания для самостоятельной работынад материалом:

Hомеp Рекомендуемыйваpианта набоp задач1 1.1 2.6 3.3 4.7 5.1 6.12 1.2 2.5 3.1 4.6 5.2 6.23 1.3 2.4 3.2 4.5 5.3 6.34 1.4 2.3 3.3 4.4 5.4 6.45 1.5 2.2 3.1 4.3 5.1 6.56 1.6 2.1 3.2 4.2 5.2 6.67 1.7 2.5 3.3 4.1 5.3 6.78 1.8 2.4 3.1 4.7 5.4 6.89 1.9 2.3 3.2 4.6 5.1 6.910 1.10 2.2 3.3 4.5 5.2 6.111 1.11 2.1 3.1 4.4 5.3 6.212 1.12 2.5 3.2 4.3 5.4 6.313 1.1 2.4 3.3 4.2 5.1 6.414 1.2 2.3 3.1 4.1 5.2 6.515 1.3 2.2 3.2 4.7 5.3 6.616 1.4 2.1 3.3 4.6 5.4 6.717 1.5 2.5 3.1 4.5 5.1 6.818 1.6 2.4 3.2 4.4 5.2 6.919 1.7 2.3 3.3 4.3 5.3 6.120 1.8 2.2 3.1 4.2 5.4 6.221 1.9 2.1 3.2 4.1 5.1 6.322 1.10 2.5 3.3 4.7 5.2 6.423 1.11 2.4 3.1 4.6 5.3 6.524 1.12 2.3 3.2 4.5 5.4 6.625 1.1 2.2 3.3 4.4 5.1 6.726 1.2 2.1 3.1 4.3 5.2 6.827 1.3 2.5 3.2 4.2 5.3 6.928 1.4 2.4 3.3 4.1 5.4 6.129 1.5 2.3 3.1 4.7 5.1 6.230 1.6 2.2 3.2 4.6 5.2 6.331 1.7 2.1 3.3 4.5 5.3 6.4
Для углубленного изучения разделов настоящего пособия, для тех,кто не захочет удовлетвориться вполне элементарным уровнем, мож-но порекомендовать некоторые работы. Часть из них вполне доступ-на как материал для первого чтения, тогда как другие носят харак-
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тер оригинального исследования. В последнем случае открываетсявозможность соприкоснуться с тем, как делаются математическиетеории в computer science. Для этого лучше всего использовать ори-гинальные исследования в авторской публикации, к чтению и пони-манию которых вполне можно подготовиться, прорешав рекоменду-емые задачи.Пионерское для computer science исследование выполнено Дж.Маккарти в [83]. Им разработан язык обработки списков LISP , явля-ющийся вполне объектно-ориентированным и к тому же функцио-нальным языком программирования. В течение ряда лет LISP былодной из самых популярных систем программирования в областиискусственного интеллекта, заслужив название “ассемблер знаний”.Отметим, что LISP является компьютерной реализацией λ-исчис-ления, предоставляя программисту практически все средства этоймощной математической теории.В работе [19] можно найти краткое и доступное неспециалистувведение в систему обозначений, принятую в λ−исчислении и ком-бинаторной логике. Исчерпывающее изложение всего круга мате-матических идей содержится в [2], однако для изучения требуетсяпредварительная математическая подготовка. Классическое, оченьподробное, ясное и обстоятельное обсуждение логического аппара-та аппликативных вычислительных систем в [17] поможет сформиро-вать мировоозрение, вероятно, на весь объектно-ориентированныйподход, сложившийся в математических разделах computer science.Следует иметь ввиду, что именно благодаря усилиям Х. Карри ком-бинаторная логика сформировалась не только как общематематиче-ская дисциплина, но и как необходимый фундамент компьютерныхисследований.Различную методическую помощь при решении задач, иллю-стрирующих приложения АВС, можно почерпнуть из работ [38], [5],[6], [7], [8], [16], [1].Исследование [9] содержит подробные построения различныхвариантов прикладных аппликативных систем, имеющих значениедля решения прикладных задач, направленных на разработку ин-формационных систем.Особое место занимает работа [94]. Ее значимость и диапазон
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влияния на несколько поколений теоретиков computer science труд-но переоценить. По-видимому, еще далеко не все, содержащиесяв этой работе идеи, нашли свое непосредственное применение. Вчастности, идея построения систем комбинаторов для специальныхклассов вычислений служит стимулом для глубоких и принципиаль-ных исследований.Работы [60], [61], [62] содержат разработку специальной комби-наторной логики, получившей название категориальная комбинатор-ная логика. На ее основе разработана абстрактная машина, явля-ющаяся усовершенствованной концепцией понятия вычисления, атакже самостоятельная система программирования, предназначен-ная для исследований в области программирования.Несколько дополнительных работ, приводимых в библиографии,помогут начать самостоятельные исследования в различных при-кладных областях, опираясь на возможности аппликативных вычи-слительных систем. В [49], [107] можно найти применения в искус-ственном интеллекте.Особо следует остановиться на исследованиях Д. Скотта [90],[91],[92],[93],[94],[95],[96],[97]. Эти (и многие другие) его работы заложилине только математические основы, но и, по-видимому, всю современ-ную систему мировоззрения computer science. Теория вычислений,семантика языков программирования, вычисления, основанные наобъектах -- вот далеко не полный перечень направлений исследова-ний, инициированных этим математиком.Введение в математическую проблематику комбинаторной логи-ки и λ-исчисления можно найти в работах [21],[22], [23], [24],[25], [26],[27], [28],[29]. В этих работах выполнено исследование выразитель-ных возможностей систем с операторами аппликации и (функцио-нальной) абстракции. Элементарные основы комбинаторной логикиподробно изложены в [77].Работы Н. Белнапа могут принести пользу при разработке тео-рии компьютерных информационных систем ([4], [51], [52]). Эти жевопросы затронуты в [59].Системы программирования в терминах объектов, основанныена технике аппликативных вычислений, в разной степени подроб-ности изложены в [3], [15], [46], [47], [54], [69], [70], [75], [79], [84],
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[86], [103]. В качестве основополагающей работы -- для суперком-бинаторного программирования -- следует обратить внимание наисследование [79] и [86].Остальные работы, приводимые в библиографии, помогут сори-ентироваться в смежных вопросах и начать самостоятельные иссле-дования в области аппликативных вычислений.

1.1 Задания
Общие указания к решению типовой задачиФормулировка задачи.Выpазить чеpез K и S объект с комбинатоpной хаpактеpистикой:

Ia = a, (I)

пользуясь постулатами α, β, µ, ν, σ, τ, ξ исчисления λ-конвеpсии.
Решение
• Сфоpмулиpуем постулаты, задающие отношение конвеpтиpу-емости “=” :

(α) λx.a = λz.[z/x]a; (β) (λx.a)b = [b/x]a;

(ν)
a = b

ac = bc
; (µ)

a = b

ca = cb
;

(ξ)
a = b

λx.a = λx.b
; (τ)

a = b; b = c

a = c
; (σ)

a = b

b = a
.

• Определим комбинаторные характеристики объектов K и S:
v(Kxy) = vx, (K)
v(Sxyz) = v(xz(yz)), (S)которые выражаются в λ-исчислении посредством K = λxy.xи S = λxyz.xz(yz).

• Применяя схемы (K) и (S), убеждаемся в том, что:
a = Ka(Ka) (K)

= SKKa. (S)
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Проверим, что действительно I = SKK. Пусть v = empty (пустойобъект).
• SKKa = Ka(Ka), поскольку в схеме (S) можно положить
x = K, y = K, z = a. Тогда ясно, что в силу постулата (α):
Sxyz = SKKa, xz(yz) = Ka(Ka), SKKa = Ka(Ka).

• Применяя аналогичным образом схему (K), заключаем, что
Ka(Ka) = a.
• По правилу транзитивности (τ), если SKKa = Ka(Ka) и
Ka(Ka) = a, то SKKa = a.
• Ответ. Объект I с заданной комбинаторной характеристикой
Ia = a имеет вид SKK, то есть I = SKK.

1.2 Варианты задания
Задание 1 Выразить через K и S объекты с заданными комбинатор-ными характеристиками:
1) Babc = a(bc),
2) Cabc = acb,

3) Wab = abb,

4) Ψabcd = a(bc)(bd),

5) C [2]abcd = acdb,

6) C[2]abcd = adbc,

7) B2abcd = a(bcd),
8) Y a = a(Y a) (Доказать, что Y = WS(BWB).),

9) C [3]abcde = acdeb,

10) C[3]abcde = aebcd,

11) B3abcde = a(bcde),
12) Φabcd = a(bd)(cd).

Задание 2 Какой комбинаторной характеристикой обладают сле-дующие объекты:
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1) (λx.(P (xx)a))(λx.(P (xx)a)) = Y,

2) Y = S(BWB)(BWB), где B = λxyz.x(yz), S = λxyz.xz(yz),
W = λxy.xyy,

3) Y = WS(BWB), где Wab = abb,

Sabc = ac(bc), Babc = a(bc),
4) Y0 = λf.X(X), где X = λx.f(x(x)),
5) Y1 = Y0(λy.λf.f(y(f))), где Y0 = λf.X(X), X = λx.f(x(x))?(Указание: доказать, что Yia = a(Yia).)

Задание 3 Доказать, что:
1) X = λx.Xx, x 6∈ X,
2) Y0 = λf.f(Y0(f)), где Y0 = λf.X(X), X = λx.f(x(x)),
3) Y1 = λf.f(Y1(f)), где Y1 = Y0(λy.λf.f(y(f))),

Y0 = λf.X(X), X = λx.f(x(x)).

Задание 4 Какой комбинаторной характеристикой обладают сле-дующие объекты (доказать !):(Обозначения: P - импликация, Ξ - формальная импликация, F - операторфункциональности, & - конъюнкция, ∨ - дизъюнкция, Π - квантор общно-сти, ¬ - отрицание, ∃ - квантор существования. Объекты Ξ, F, P,&,∨ -двухместные, объекты ¬,Π, ∃ - одноместные.)
1) Ξ = C(BCF )I,
2) F = B(CB2B)Ξ,
3) P = ΨΞK,
4) & = B2(CΞI)(C(BB2P )P ),
5) ∨ = B2(CΞI)(C(B2B(B(Φ&))P )P ),
6) ¬ = CP (ΠI),
7) ∃∗ = B(W (B2(ΦP )CΞ))K, где ∃[a] = ∃ ∗ [a], ∃ = ∃[I].Указания.
1) Cabc = acb, Ia = a, Babc = a(bc).
2) Babc = a(bc), B2abcd = a(bcd), Ξab = FabI.

3) Ψabcd = a(bc)(bd), Kab = a.

4) Babc = a(bc), B2abcd = a(bcd), Ia = a, Cabc = acb.

5) Babc = a(bc), B2abcd = a(bcd), Ia = a,

Φabcd = a(bd)(cd), &ab = Ξ(B2(Pa)Pb)I.
6) Cabc = acb, Ia = a, Π = ΞWΞ, Wab = abb.

7) Доказать, что ∃[b]a = P (Ξa(Kb))b.
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Воспользоваться равенствами:

Babc = a(bc), B2abcd = a(bcd), Wab = abb,

Cabc = acb, Φabcd = a(bd)(cd).

Задание 5 Проверить справедливость следующих комбинаторныххарактеристик:
1) S(KS)Kabc = a(bc),
2) S(BBS)(KK)abc = acb,

3) B(BW (BC))(BB(BB))abcd = a(bc)(bd),
4) B(BS)Babcd = a(bd)(cd).Указание.Kab = a, Sabc = ac(bc), Babc = a(bc), Cabc = acb, Wab =
abb.

Задание 6 Выполнить следующее целевое исследование:1) исследовать разложение термов в базисе I,K, S;2) исследовать разложение термов в базисе I,B,C, S;3) выразить определение функций, пользуясь комбинатором непо-движной точки Y ;4) исследовать свойства функции:
list1 a g f x = if null xthen aelse g(f(car x)) (list1 a g f(cdr x));
5) установить изоморфизм декартово замкнутой категории (д.з.к.)и аппликативной вычислительной системы (АВС);6) получить отображение, соответствующее отображению кар-рирования функций (для n-местной функции);7) проделать вывод основных свойств оболочки Каруби;8) закодировать термами бестипового λ-исчисления декартово про-изведение n объектов (n ≥ 2) и получить соответствующие выра-жения для проекций;9) представить основные функции (аппликативного) языка програм-мирования LISP средствами λ-исчисления и комбинаторной логи-ки.
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Формулировка задач для соответствующих целевых исследований.1) Пусть определение терма λx.P дано индукцией по построению
P :

1.1) λx.x = I ,
1.2) λx.P = KP , если x 6∈ FV (P ),
1.3) λx.P ′P ′′ = S(λx.P ′)(λx.P ′′).Исключить все переменные из приводимых ниже λ-выражений:

λxy.xy, λfx.fxx, f = λx.B(f(Ax)).

2) Пусть определение терма M такого, что x ∈ FV (M), дано индук-цией по построению M :
2.1) λx.x = I ,
2.2)λx.PQ =


(a) BP (λx.Q), если x 6∈ FV (P ) и x ∈ FV (Q),
(b) C(λx.P )Q, если x ∈ FV (P ) и x 6∈ FV (Q),
(c) S(λx.P )(λx.Q), если x ∈ FV (P ) и x ∈ FV (Q).

Исключить все переменные из приводимых ниже ламбда-выражений:
λxy.xy, λfx.fxx, f = λx.B(f(Ax)).

3) Пользуясь функцией поиска неподвижной точки Y , выразить опре-деления приводимых ниже (с помощью примеров) функций:
length(a1, a2, a3) = 3,
sum(1, 2, 3, 4) = 10,
product(1, 2, 3, 4) = 24,
append(1, 2)(3, 4, 5) = (1, 2, 3, 4, 5),
concat((1, 2), (3, 4), ()) = (1, 2, 3, 4),
mapsquare(1, 2, 3, 4) = (1, 4, 9, 16).Для приведенных примеров выполнить детальную проверку вычи-слений.4) Воспользовавшись определением функции list1 и следующимиопределениями: Ix = x,Kxy = x, postfix xy = append y(ux), где

(ux) - обозначение списка, состоящего из единственного элемента x,выразить функции:(а) length, sumsquares, reverse, identity;(б) sum, product, append, concat,map.5) Вывести следующие равенства:
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h = ε◦ < (Λh) ◦ p, q >,
k = Λ(ε◦ < k ◦ p, q >),где [x, y] = λr.rxy, < f, g >= λt.[f(t), g(t)] = λt.λz.z(ft)(gt),

h : A×B → C, k : A→ (B → C),
εBC : (B → C)×B → C, x : A, y : B,
ΛABC : (A×B → C)→ (A→ (B → C)),
p : A×B → A, q : A×B → B,

ε◦ < k ◦ p, q >: A×B → C.6) Рассматривая семейство функций h:
h2 : A×B → C,

h3 : A×B × C → D,

h4 : A×B × C ×D → E,

. . . : . . . ,найти семейство отображений
ΛABC ,Λ(A×B)CD,Λ(A×B×C)DE , . . . ,

которые каррируют данные функции, то есть переводят их из “опе-раторной” формы в аппликативную.7) Оболочкой Каруби называют следующую категорию (для a ◦ b =
λx.a(bx) ):множество объектов: {a | a ◦ a = a},множество морфизмов: Hom(a, b) = {f | b ◦ f ◦ a = f},тождественный морфизм: id a = a,композиция морфизмов: f ◦ g.Пусть [x, y] = λr.rxy,< f, g >= λt.[f(t), g(t)] = λt.λz.z(ft)(gt).Проверить, что:

h = ε◦ < (Λh) ◦ p, q >, k = Λ(ε◦ < k ◦ p, q >),

где h : A×B → C, k : A→ (B → C),
εBC : (B → C)×B → C, x : A, y : B,
ΛABC : (A×B → C)→ (A→ (B → C)),
p : A×B → A, q : A×B → B,

ε◦ < k ◦ p, q >: A×B → C.(Указание. Закодировать функции вида f : A → B термами B ◦
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f ◦ A = λx.B(f(Ax)). Воспользоваться равенством: A ◦ A = A(=
λx.A(A(x))). Учесть, что Λh = λxy.h[x, y].)8) Получить терм ламбда-исчисления, соответствующий декартовупроизведению n объектов. Дополнительно установить n термов, ко-торые ведут себя как проекции.(Указание. Для случая n=2: A0×A1 = λu.[A0(uK), A1(u(KI))],

π02 = λu.(A0 ×A1)(u)K,
π12 = λu.(A0 ×A1)(u)(KI).)9) Выразить с помощью комбинаторов следующий набор функцийязыка LISP :

{Append,Nil,Null, List, Car, Cdr}.

(Указание.
(1) A _ (B _ C) = (A _ B) _ C − Append,
(2) A _<>=<>_ A = A − Nil =<>,

(3) Null A =

{
1, еслиA = Nil,

0, еслиA 6= Nil,

(4) List x =< x >,

(5) Car < x1, x2, . . . , xn >= x1,
(6) Cdr < x1, x2, . . . , xn >=< x2, . . . , xn > .)

Общий порядок выполнения задания.1) По номеру варианта выбрать соответствующую формулировку за-дачи.2) Изучить решение типовой задачи, приводимое в тексте. По анало-гии с решением типовой задачи выполнить шаги доказательства.3) Проверить правильность полученного результата (ответа), прове-дя выкладки в обратном порядке.



Раздел 2
Синтез нового объекта
Теоретические сведения. Комбинаторная логика в бестиповом вариантеявляется основным математическим аппаратом, в рамках которого исчи-сляются объекты, абстрактные по самой своей сути. Фактически, ком-бинаторная логика представляет собой чистое исчисление концептов, по-зволяя по мере необходимости создавать или модифицировать “на ле-ту” свою собственную систему концептов. Развитие систем “перемен-ных” концептов имеет первостепенную роль во всех значимых приложе-ния, включая построение объектно-ориентированных систем программи-рования. Несмотря на кажущуюся простоту -- а, фактически, комбина-торной логикой можно начать пользоваться сразу после изучения опре-деления всего двух комбинаторов K и S, -- глубокое осмысление всех воз-можностей исчисления комбинаторов требует известного техническогонавыка. Прежде всего это касается самого аппликативного стиля исполь-зуемых записей. Однако это не является чем-то неожиданным: тридца-тилетний опыт практического использования системы программирова-ния LISP давно уже подготовил почву для переосмысления “теоретиче-ского минимума программиста”, куда входят и комбинаторная логика, и
λ-исчисление, и другие специальные разделы логики, по традиции называе-мой неклассической.

29



30 РАЗДЕЛ 2. СИНТЕЗ НОВОГО ОБЪЕКТА
2.1 Элементарная комбинаторная логика
Системы комбинаторов предназначены для выполнения тех же функ-ций, что и системы λ-конверсии, но без использования связанныхпеременных. Поэтому технические сложности, связанные с подста-новкой и конгруэнтностью, исчезают.
2.1.1 Понятие комбинатора
Рассмотрим коммутативный закон сложения в арифметике:

∀x, y.x+ y = y + x.

Этот закон можно переписать без использования связанных перемен-ных x и y, определив
∀x, y.A(x, y) = x+ y

и введя оператор C:
∀f, x, y.(C(f))(x, y) = f(y, x).

Этот закон примет вид:
CA = A.

Оператор C может быть назван комбинатором.Упражнение 1. Записать коммутативный закон умножения без ис-пользования переменных.
2.1.2 Простейшие комбинаторы
Начнем с того, что перечислим основные часто встречающиеся напрактике комбинаторы. Простейшим комбинатором является комби-натор тождества I:

If = f.

• Элементарный композитор : Bfgx = f(gx) выражает компо-зицию двух функций f и g.
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• Элементарный дупликатор W : Wfx = fxx дублирует второйаргумент.
• Введенный выше комбинатор называется элементарным пер-мутатором и переобозначается как C: Cfxy = fyx.
• Элементарный коннектор S определяется правилом: Sfgx =
fx(gx).
• Элементарный канцеляторKcx = c выражает константу (кон-стантную функцию) как функцию от x.

Пример 1.
• Пусть f = sin - функция “синус”, g = exp5 - функция возведе-ния в пятую степень. Тогда Bfg - cинус от x в пятой степени:
Bfgx = B sin exp5 x = sin(exp5 x) = sin x5,
Bgf - пятая степень синуса,
Bgfx = B exp5 sin x = exp5(sin x) = sin5x.
• Если Q -операция возведения в квадрат, то BQQ или WBQ -

операция возведения в четвертую степень:WBQx
W
= BQQx

B
=

Q(Q x) = x4.
• Поскольку выполняется равенство (конверсия):

B(Bf) g x y = Bf (gx) y = f(gxy),

то, ecли f есть операция дифференцирования D, то B(Bf) -взятие производной от функции двух аргументов:
B(BD) g x y = BD (gx) y = D (gxy).

2.2 Основные комбинаторы
Теперь сосредоточим свое внимание на выработке технического на-выка установления (и исследования свойств) нового концепта. В ка-честве таких концептов избираем различные комбинаторы, широко
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используемые в математической практике. Общая постановка задачисостоит в синтезе концепта-комбинатора по заранее заданной комби-наторной характеристике.
Задача 2.1 Вывод выражения для комбинатора B .
Формулировка задачи. Выpазить чеpез K и S объект с комбинатоp-ной хаpактеpистикой:
Babc = a(bc), (B)пользуясь постулатами α, β, µ, ν, σ, τ, ξ исчисления λ-конвеpсии.Решение.

B--1. Сфоpмулиpуем постулаты, задающие отношение конвеpтиpу-емости “=” :
(α) λx.a = λz.[z/x]a, (β) (λx.a)b = [b/x]a,

(ν)
a = b

ac = bc
, (µ)

a = b

ca = cb
,

(ξ)
a = b

λx.a = λx.b
, (τ)

a = b; b = c

a = c
, (σ)

a = b

b = a

B--2. Определим комбинаторные характеристики объектов K и S:
x(Kyz) = xy, (K)
x(Syzw) = x(yw(zw)), (S)которые выражаются в λ-исчислении посредством: K =
λxy.x и S = λxyz.xz(yz).

B--3. Применяя схемы (K) и (S), убеждаемся, что:
a(bc) = Kac(bc) (K)

= S(Ka)bc (S)
= KSa(Ka)bc (K)
= S(KS)Kabc. (S)

Проверим,что В = S(KS)K.
B--1. S(KS)Kabc = KSa(Ka)bc, поскольку в схеме (S) можноположить x = (KS), y = K, z = a. Тогда, в силу действия
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постулата (α): Sxyz = S(KS)Ka, xz(yz) = (KS)a(Ka), т.е.
S(KS)Ka = (KS)a(Ka). Удалив несущественные скобки,получим S(KS)Ka = KSa(Ka). Дважды применяя к полу-ченному выражению постулат (ν), получим: S(KS)Kabc =
KSa(Ka)bc.

B--2. Аналогично, применяя схему (K), имеем KSa = S. Учиты-вая постулат (ν), получим, что KSa(Ka)bc = S(Ka)bc.

B--3. Тем же способом, последовательно применяем схемы (S) и
(K), постулат (ν) и удаляя несущественные скобки, получаем:
S(Ka)bc = Kac(bc); (Kac)bc = a(bc).

B--4. Несколько раз применяя правило транзитивности (τ), полу-чим S(KS)Kabc = a(bc). (Это выражение справедливо, по-скольку еслиS(KS)Kabc = KSa(Ka)bc и KSa(Ka)bc = S(Ka)bc,то S(KS)Kabc = S(Ka)bc и т.д.)
Ответ. Объект B с комбинаторной характеристикой
Babc = a(bc) имеет вид S(KS)K, т.е. B = S(KS)K.

Задача 2.2 Вывод выражения для комбинатора C.
Формулировка задачи. Выpазить чеpезK,S и другие предварительноопределенные объекты объект с комбинатоpной хаpактеpистикой:
Cabc = acb, (C)пользуясь постулатами α, β, µ, ν, σ, τ, ξ исчисления λ-конвеpсии.Решение.

C--1. Сфоpмулиpуем постулаты, задающие отношение конвеpтиpу-емости “=” (см. предыдущую задачу).
C--2. Напомним комбинаторные характеристики, возможно, ис-пользуемых объектов:

(K) Kxy = x, (S) Sxyz = xz(yz), (I) Ix = x, (B) Bxyz = x(yz).
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C--3. Применив эти схемы к (acb), получим:

acb = ac(Kbc) ( по схеме (K))
= Sa(Kb)c ( по схеме (S))
= B(Sa)Kbc ( по схеме (B))
= BBSaKbc ( по схеме (B))
= BBSa(KKa)bc ( по схеме (K))
= S(BBS)(KK)abc. ( по схеме (S))

Учитывая постулат транзитивности τ , имеем: S(BBS)(KK)abc =
acb, т.е. C = S(BBS)(KK).Ответ. Объект с комбинаторной характеристикойCabc = acb имеетвид C = S(BBS)(KK).
Задача 2.3 Вывод выражения для комбинатора W.
Формулировка задачи. Выразить комбинатор W со следующей ха-рактеристикой:
Wab = abb, (W )Решение.

W--1. Выпишем характиристики используемых объектов:
(S) Sxyz = xz(yz), (I) Ix = x, (C) Cxyz = xzy.

W--2. Применим эти схемы к abb:
abb = ab(Ib) ( по(I))

= SaIb ( по(S))
= CSIab. ( по(C))С учетом постулатов получаем: CSIab = abb, то есть

W = CSI.

W--3. Предложим еще два варианта вывода объекта W:
abb = ab(Kba) abb = ab(Kb(Kb))

= ab(CKab) = ab(SKKb) = Sa(SKK)b
= Sa(CKa)b = Sa(K(SKK)a)b
= SS(CK)ab = SS(K(SKK))ab.

Ответ. Объект W с характеристикой Wab = abb имеет вид: W =
CSI(= SS(CK) = SS(K(SKK))).
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Задача 2.4 Вывод выражения для комбинатора Ψ.
Формулировка задачи. Выразить комбинатор Ψ со следующей харак-теристикой:
Ψabcd = a(bc)(bd), (Ψ)Решение.

Ψ--1. Сфоpмулиpуем постулаты, задающие отношение конвеpтиpу-емости.
Ψ--2. Напомним комбинаторные характеристики используемых объ-ектов:

(C) Cxyz = xzy, (W ) Wxy = xyy, (B) Bxyz = x(yz).

Ψ--3. Применив эти схемы к a(bc)(bd), получим:
a(bc)(bd) = B(a(bc))bd ( по схеме (B))

= BBa(bc)bd ( по схеме (B))
= B(BBa)bcbd ( по схеме (B))
= BB(BB)abcbd ( по схеме (B))
= C(BB(BB)ab)bcd ( по схеме (C))
= BC(BB(BB)a)bbcd ( по схеме (B))
= W (BC(BB(BB)a))bcd ( по схеме (W ))
= BW (BC)(BB(BB)a)bcd ( по схеме (B))
= B(BW (BC))(BB(BB))abcd. ( по схеме (B))

Учитывая необходимые постулаты, получаем следующий ре-зультат: B(BW (BC))(BB(BB))abcd = a(bc)(bd), т.е. Ψ =
B(BW (BC))(BB(BB)).

Ответ. Объект Ψ с комбинаторной характеристикой Ψabcd = a(bc)(bd)имеет вид Ψ = B(BW (BC))(BB(BB)).

Задача 2.5 Вывод выражения для комбинатора B2.
Формулировка задачи. Выpазить чеpез K и S и другие предваритель-но определенные объекты объект с комбинатоpной хаpактеpистикой:
B2abcd = a(bcd), (B2)Решение.
B2--1. Сфоpмулиpуем постулаты, задающие отношение конвеpтиpу-емости.
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B2--2. Напомним комбинаторную характеристику используемогообъекта: (B) Bxyz = x(yz).

B2--3. Применяя эту схему к a(bcd), получим:
a(bcd) = Ba(bc)d ( по схеме (B))

= B(Ba)bcd ( по схеме (B))
= BBBabcd. ( по схеме (B))

Учитывая постулаты, имеем: BBBabcd = a(bcd), т.е. B2 = BBB.Ответ. Объект B2 с комбинаторной характеристикой
B2abcd = a(bcd) имеет вид B2 = BBB.

Задача 2.6 Вывод выражения для комбинатора B3.
Формулировка задачи. Выpазить чеpезK и S и другие предваритель-но определенные объекты объект с комбинатоpной хаpактеpистикой:
B3abcde = a(bcde), (B3)Решение.
B3--1. Сфоpмулиpуем постулаты, задающие отношение конвеpтиpу-емости.
B3--2. Напомним комбинаторные характеристики используемыхобъектов: (B) Bxyz = x(yz), (B2) B2xyzw = x(yzw).

B3--3. Применяя эти схемы к a(bcde), получим:
a(bcde) = B2a(bc)de ( по схеме (B2))

= B(B2a)bcde ( по схеме (B))
= BBB2abcde. ( по схеме (B))

Учитывая постулаты, имеем: BBB2abcde = a(bcde), т.е.
B3 = BBB2.

Ответ. ОбъектB3 с комбинаторной характеристикойB3abcde = a(bcde)имеет вид B3 = BBB2.

Задача 2.7 Вывод выражения для комбинатора C [2].
Формулировка задачи. Выpазить чеpезK и S и другие предваритель-но определенные объекты объект с комбинатоpной хаpактеpистикой:
C [2]abcd = acdb, (C [2])Решение.
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C [2]--1. Сфоpмулиpуем постулаты, задающие отношение конвеpтиpу-емости.

C [2]--2. Напомним комбинаторные характеристики, возможно, ис-пользуемых объектов: (B) Bxyz = x(yz), (C) Cxyz = xzy.

C [2]--3. Применяя эти схемы к acdb, получим:
acdb = C(ac)bd ( по схеме (C))

= BCacbd ( по схеме (B))
= C(BCa)bcd ( по схеме (C))
= BC(BC)acbd. ( по схеме (B))

Учитывая постулаты, имеем: BC(BC)acbd = acbd, то есть C [2] =
BC(BC).Ответ. Объект C [2] с комбинаторной характеристикой C [2]abcd =
acbd имеет вид C [2] = BC(BC).

Задача 2.8 Вывод выражения для комбинатора C[2].
Формулировка задачи. Выpазить чеpезK и S и другие предваритель-но определенные объекты объект с комбинатоpной хаpактеpистикой:
C[2]abcd = adbc, (C[2])Решение.
C[2]--1. Сфоpмулиpуем необходимые постулаты.

C[2]--2. Запишем комбинаторные характеристики, возможно, ис-пользуемых объектов: (B2) B2xyzw = x(yzw), (C) Cxyz =
xzy.

C[2]--3. Применяя эти схемы к adbc, получим:
adbc = Cabdc ( по схеме (C))

= C(Cab)cd ( по схеме (C))
= B2CCabcd. ( по схеме (B2))
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Учитывая постулаты, имеем: B2CCabcd = adbc, т.е. C[2] = B2CC.Ответ. Объект C[2] с комбинаторной характеристикой C[2]abcd =
adbc имеет вид C[2] = B2CC.

Задача 2.9 Вывод выражения для комбинатора C [3].
Формулировка задачи. Выpазить чеpезK и S и другие предваритель-но определенные объекты объект с комбинатоpной хаpактеpистикой:
C [3]abcde = acdeb, (C [3])Решение.
C [3]--1. Сфоpмулиpуем необходимые постулаты.

C [3]--2. Запишем комбинаторные характеристики, возможно, ис-пользуемых объектов: (B) Bxyz = x(yz), (C) Cxyz =
xzy, (C [2]) Cxyzw = xzwy.

C [3]--3. Применяя эти схемы к acdeb, получим:
acdeb = C [2](ac)bde ( по схеме (C [2]))

= BC [2]acbde ( по схеме (B))
= C(BC [2]a)bcde ( по схеме (C))
= BC(BC [2])abcde. ( по схеме (B))

Учитывая постулаты, имеем:BC(BC [2])abcde = acdeb, то есть C [3] =
BC(BC [2]).Ответ. Объект C [3] с комбинаторной характеристикой C [3]abcde =
acdeb имеет вид C [3] = BC(BC [2]).

Задача 2.10 Вывод выражения для комбинатора C[3].
Формулировка задачи. Выpазить чеpезK и S и другие предваритель-но определенные объекты объект с комбинатоpной хаpактеpистикой:
C[3]abcde = aebcd, (C[3])Решение.
C[3]--1. Сфоpмулиpуем постулаты.
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C[3]--2. Запишем комбинаторные характеристики, возможно, ис-пользуемых объектов: (B2) B2xyzw = x(yzw), (C) Cxyz =

xzy, (C[2]) C[2]xyzw = xwyz.Применяя эти схемы к aebcd, получим:
aebcd = Cabecd ( по схеме (C))

= C[2](Cab)cde ( по схеме (C[2]))
= B2C[2]Cabcde. ( по схеме (B2))

Учитывая постулаты, имеем: B2C[2]Cabcde = aebcd, то есть C[3] =
B2C[2]C.Ответ. Объект C[3] с комбинаторной характеристикой C[3]abcde =
aebcd имеет вид C[3] = B2C[2]C.

Задача 2.11 Вывод выражения для комбинатора Φ.
Формулировка задачи. Выpазить чеpезK и S и другие предваритель-но определенные объекты объект с комбинатоpной хаpактеpистикой:
Φabcd = a(bd)(cd), (Φ)Решение.

Φ--1. Сфоpмулиpуем необходимые постулаты, задающие отноше-ние конвеpтиpуемости.
Φ--2. Запишем комбинаторные характеристики, возможно, используе-мых объектов: (B2) B2xyzw = x(yzw), (B) Bxyz =

x(yz), (S) Sxyz = xz(yz).

Φ--3. Применяя эти схемы к a(bd)(cd), получим:
a(bd)(cd) = Babd(cd) ( по схеме (B))

= S(Bab)cd ( по схеме (S))
= B2SBabcd. ( по схеме (B2))

Учитывая постулаты, имеем: B2SBabcd = a(bd)(cd), то есть Φ =
B2SB.Ответ. Объект Φ с комбинаторной характеристикой Φabcd = a(bd)(cd)имеет вид Φ = B2SB.

Задача 2.12 Вывод выражения для комбинатора Y .
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Формулировка задачи. Выpазить чеpезK и S и другие предваритель-но определенные объекты объект с комбинатоpной хаpактеpистикой:
Y a = a(Y a), (Y )Решение.
Y --1. Сфоpмулиpуем необходимые постулаты, задающие отноше-ние конвеpтиpуемости.
Y --2. Запишем комбинаторные характеристики, возможно, исполь-зуемых объектов: (S) Sxyz = xz(yz), (W ) Wxy = xyy, (B) Bxyz =

x(yz).

Y --3. Докажем, что Y = WS(BWB).

Y a = WS(BWB)a ( по предположению)

= S(BWB)(BWB)a ( по схеме (W ))

= BWBa(BWBa) ( по схеме (S))
= W (Ba)(BWBa) ( по схеме (B))
= Ba(BWBa)(BWBa) ( по схеме (W ))
= a(BWBa(BWBa)) ( по схеме (B))
= a(S(BWB)(BWB)a) ( по схеме (S))

= a(WS(BWB)a) ( по схеме (W ))

= a(Y a). ( по предположению)

Следовательно, одно из представлений объекта Y таково: Y = WS(BWB).Ответ. Объект Y с комбинаторной характеристикой Y a = a(Y a)имеет вид Y = WS(BWB).



Раздел 3
Неподвижная точка
Теоретические сведения. Вычисления с неподвижной точкой являются пред-ставлением цикличности в программах. Комбинаторная логика предоста-вляет специальный концепт-комбинатор Y , называемый комбинаторомнеподвижной точки, который математически выражает цикл в вычисле-ниях.

3.1 Абстракция
Для каждого терма M и переменной x терм [x]M , называемый аб-стракцией M по x, определяется индукцией по построению терма
M :
(i) [x]x = I;
(ii) [x]M = KM, если x не принадлежит M ;
(iii) [x]Ux = U, если x не принадлежит U ;
(iv) [x](UV ) = S([x]U)([x]V ), если ни (ii), ни (iii) не подходят.

Пример 5. [x]xy
(iv)
= S([x]x)([x]y)

(i)
= SI([x]y)

(ii)
= SI(Ky).Теорема 1. ∀M,N, x : ([x]M)N = [N/x]M .Доказательство см. в [77].
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3.2 Мультиабстракция
Для переменных x1, . . . , xm (не обязательно различных) определим:

[x1, . . . , xm]M = [x1]([x2](. . . ([xm]M) . . .)).

Пример 1. [x, y]x = [x]([y]x)
(ii)
= [x](Kx)

(iii)
= K.

3.3 Локальная рекурсия
Важное применение комбинатора неподвижной точки дает исполь-зование в программах рекурсивных определений. Элементарно рас-смотрим случай локальной рекурсии. Локальная рекурсия вида

E1 where x = . . . x . . .

преобразуется в
([x]E1)(Y ([x](. . . x . . .))),

где Y - комбинатор неподвижной точки, определяемый равенством:
Y f = f(Y f).

Для функции f выражение Y f - это неподвижная точка f . Взаимнаярекурсия в where-предложении вида
E1 where f x = . . . g . . .

g y = . . . f . . .транслируется сначала в выражение:
E1 where f = [x](. . . g . . .)

g = [x](. . . f . . .),из которого устранены переменные x и y. Затем пара взаимно ре-курсивных определений преобразуется в одно общее рекурсивноеопределение:
E1 where (f, g) = ([x](. . . g . . .), [y](. . . f . . .)),

которое может быть скомпилировано в выражение:
([f, g]E1)(Y ([f, g]([x](. . . g . . .), [y](. . . f . . .))))

с использованием уже известного правила.



3.4. ОСНОВНЫЕ ЗАДАЧИ 43
3.4 Основные задачи
Задача 3.1 Исследовать свойства заданного объекта.

Формулировка задачи. Найти комбинаторную характеристику задан-ного объекта с помощью постулатов α, β, µ, ν, σ, τ, ξ исчисления λ-конверсии и схем (K), (S):
Y = (λx.(P (xx)a))(λx.(P (xx)a)). (Y )

Решение.
Y--1. Вид объекта Y : Y = (λx.(P (xx)a))(λx.(P (xx)a)).

Y--2. Применяем правило подстановки (β) к его представлению:
Y = (λx.(P (xx)a))(λx.(P (xx)a)) (β)

= (P ((λx.(P (xx)a))(λx.(P (xx)a)))a
= P (Y )a.

Итак, имеем Y = PY a.Ответ. Комбинаторная характеристика исходного объекта
Y = (λx.(P (xx)a))(λx.(P (xx)a)) имеет вид: Y = PY a.

Задача 3.2 Исследовать свойства заданного объекта.
Формулировка задачи. Найти комбинаторную характеристику задан-ного объекта с помощью постулатов α, β, µ, ν, σ, τ, ξ исчисления λ-конверсии и схем (K), (S):

Y = S(BWB)(BWB). (Y )

Решение.
Y--1. Вид объекта Y : Y = S(BWB)(BWB).

Y--2. Запишем комбинаторные характеристики следующих объек-тов: Babc = abc, Sabc = ac(bc), Wab = abb.
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Y--3. Приложим объект Y к a:

Y a = S(BWB)(BWB)a ( по определению)
= BWBa(BWBa) ( по схеме S)
= W (Ba)(BWBa) ( по схеме B)
= Ba(BWBa)(BWBa) ( по схеме W )
= a(BWBa(BWBa)) ( по схеме B)
= a(S(BWB)(BWB)a) ( по схеме S)
= a(Y a). ( по определению)

Ответ. Комбинаторная характеристика исходного объекта
Y = S(BWB)(BWB) имеет вид: Y a = a(Y a).

Задача 3.3 Исследовать свойства заданного объекта.
Формулировка задачи. Найти комбинаторную характеристику задан-ного объекта с помощью постулатов α, β, µ, ν, σ, τ, ξ исчисления λ-конверсии и схем (K), (S):

Y = WS(BWB). (Y )

Решение.
Y--1. Вид объекта Y : Y = WS(BWB).

Y--2. Запишем комбинаторные характеристики следующих объек-тов: Babc = abc, Sabc = ac(bc), Wab = abb.

Y--3. По схеме (W ) получаем:
(W ) : Y = WS(BWB) = S(BWB)(BWB). (3.1)

Таким образом, объект Y имеет ту же комбинаторную ха-рактеристику, что и объект Y из предыдущей задачи.
Y--4. Применим объект Y к a:

Y a = S(BWB)(BWB)a ( по определению)
= BWBa(BWBa) ( по схеме S)
= W (Ba)(BWBa) ( по схеме B)
= Ba(BWBa)(BWBa) ( по схеме W )
= a(BWBa(BWBa)) ( по схеме B)
= a(S(BWB)(BWB)a) ( по схеме S)
= a(Y a) ( по определению).
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Y--5. Учитывая (3.1), получаем Y a = a(Y a).

Ответ. Комбинаторная характеристика объекта Y = S(BWB) имеетвид: Y a = a(Y a).

Задача 3.4 Исследовать свойства заданного объекта.
Формулировка задачи. Найти комбинаторную характеристику задан-ного объекта с помощью постулатов α, β, µ, ν, σ, τ, ξ исчисления λ-конверсии и схем (K), (S):

Y0 = λf.XX, где X = λx.f(xx). (Y0)

Решение.
Y0--1. Вид объекта Y0 : Y0 = λf.XX, гдеX = λx.f(xx).

Y0--2. Рассмотрим сначала объект (XX).

XX = (λx.f(xx))(λx.f(xx)) ( по определению)
= f((λx.f(xx))(λx.f(xx))) ( по постулату β)
= f(XX). ( по определению)

Значит,
XX = f(XX). (∗)

Y0--3. Теперь применим Y0 к произвольному объекту a:
Y0a = (λf.XX)a ( по определению)

= (λf.f(XX))a ( по равенству (*))
= (λf.f((λx.f(xx))(λx.f(xx))))a ( по определению X)
= a((λx.a(xx))(λx.a(xx))) ( по постулату β)
= a((λf.((λf.f(xx))(λx.f(xx))))a) ( по постулатам β, ξ)
= a((λf.(XX))a) ( по определению X)
= a(Y0a). ( по определению Y0)

Учитывая постулат транзитивности τ , получаем: Y0a = a(Y0a).Ответ. Комбинаторная характеристика объекта Y0 имеет следующийвид: Y0a = a(Y0a).
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Задача 3.5 Исследовать свойства заданного объекта.
Формулировка задачи. Найти комбинаторную характеристику задан-ного объекта с помощью постулатов α, β, µ, ν, σ, τ, ξ исчисления λ-конверсии и схем (K), (S):

Y1 = λf.XX, где X = λx.f(xx). (Y1)

Решение.
Y1--1. Вид объектаY1 : Y1 = Y0(λy.λf.f(yf)), гдеY0 = λf.XX,X =

λx.f(xx).

Y1--2. Имеем Y0a = a(Y0a),

Y1a = Y0(λy.λf.f(yf))a ( по определению)
= (λy.λf.f(yf))(Y0(λy.λf.f(yf)))a ( по схеме (Y0))
= (λyf.f(yf))Y1a ( по схеме (Y1))
= a(Y1a). ( по постулату β)

Итак, имеем Y1a = a(Y1a).Ответ. Комбинаторная характеристика объекта
Y1 = Y0(λy.λf.f(yf)) имеет вид: Y1a = a(Y1a).



Раздел 4
Экстенсиональность
Теоретические сведения. Для модели M обычно требуется выполнение не-которого свойства. В частности, пусть объект F построен, самое боль-шее, из свободных переменных x0, . . . , xn−1 - с помощью способов ком-бинирования. Помимо именно этих свободных переменных в F не могутвходить никакие другие свободные переменные. Тогда комбинаторная пол-нота моделиM понимается как существование в ней такого объекта (кон-цепта) f , что для всяких переменных x0, . . . , xn−1 справедливо суждение
fx0 . . . xn−1 = F . Другими словами, в модели в явном виде существуеткак объект самостоятельный концепт f , реализующий ту же самую смы-словую нагрузку, что и F -комбинация других объектов (с ограничением наиспользование свободных переменных).На практике часто используются модели, в которых из равенствафункций f и g, вычисленных на произвольном аргументе d, следует равен-ство самих функций как объектов:

∀d ∈ D.(fd = gd)

f = g
, (ext)

где по соглашению полагают fd = (fd) и gd = (gd). Такие модели называ-ются экстенсиональными (ext).Для аппликативных структур справедлива более сильная форма ком-бинаторной полноты: существует тот единственный концепт f , что длявсяких свободных в F переменных fx0 . . . xn−1 = F (x0, . . . , xn−1):
If.∀x0 . . . ∀xn−1(fx0 . . . xn−1 = F (x0, . . . , xn−1)).
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В этой записи символ “I” использован как сокращение для “тот един-ственный . . . , что . . . ”. Это, фактически, принцип свертывания: ком-бинация объектов F , среди которых в качестве свободных переменныхиспользованы только лишь x0, . . . , xn−1, сворачивается до единственногообъекта (концепта) f со всеми теми и только теми свойствами, которыеприсущи комбинации F (x0, . . . , xn−1). Это выполняется только для экс-тенсиональных аппликативных структур и позволяет от сложной фор-мы записи переходить к анализу единственного объекта, снижая громозд-кость в рассуждениях.
Задача 4.1 Доказать требуемое равенство.
Формулировка задачи. Доказать, что равенство

λxy.xy = λx.x (η)

выводимо в η − ξ-исчислении λ-конверсии (знак “=” представляетсобой отношение конвертируемости).Решение.
η--1. Приведем применяемые постулаты:

λx.bx = b, где x не имеет свободных вхождений в b, (η)

a = b

λx.a = λx.b
; (ξ)

a = b, b = c

a = c
; (τ)

η--2. Применяя эти постулаты, получим:
(1) λxy.xy = λx.(λy.xy), ( по определению)
(2) λy.xy = x, ( по схеме (η))
(3) λx.(λy.xy) = λx.x, ( по схеме (ξ))
(4) λxy.xy = λx.x. ( по схеме (τ))

Приведем сокращенную форму изложения доказательства:
λy.xy = x (η)

λxy.xy = λx.x (ξ)



Раздел 5
Нумералы
Теоретические сведения. Как известно, одним из основных первичных ма-тематических понятий является понятие числа. Пользуясь числами, стро-ят другие объекты, более близко представляющие содержательные поня-тия предметной области. В теоретических исследованиях “хорошим то-ном” считается свести построенную теорию к какой-либо заранее задан-ной арифметической системе.Возникает вопрос, так ли уж неизбежно использовать в качестве пер-вичного объекта понятие числа. Это один из самых сложных вопросовсовременной математики, попытки получения ответа на который приво-дят к далеко идущим последствиям.Тем не менее при построении комбинаторной логики или λ- исчислениясреди исходных объектов нет чисел. Нет ли в этих системах недостаткав выразительных возможностях ? Оказывается, что в рамках комбина-торной логики или λ-исчисления можно установить такие комбинаторыили, соответственно, термы, которые ведут себя как числа. Эти пред-ставления чисел получили название нумералов. Нумералы как комбинато-ры удовлетворяют всем законам комбинаторной логики. Более того, мож-но указать комбинаторы, представляющие арифметические операции, на-пример, сложение чисел. Исследования в этой области пока все еще далекиот завершения.
Задача 5.1 Определить объекты, обладающие свойствами натураль-ных чисел (нумералов) и исследовать их свойства.
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Формулировка задачи. Нумералы - это следующие объекты: n̄ =
λxy.(xn)y , где n - натуральное число из множества {1, 2, 3, . . . }.Показать, что нумералы это объекты с характеристикой:

n̄ = (SB)n(KI). (n̄)

Решение.
n̄--1. Форма записи xny определяется по индукции:

(i) x0y = y,
(ii) xn+1y = x(xny), n ≥ 0.

Таким образом, x4y = x(x(x(xy))).

n̄--2. Проверим поведение объектов n̄ = (SB)n(KI) для n = 0, 1.
0̄ = (SB)0(KI) = KI,
0̄ab = KIab = Ib = b = (λxy.y)ab,
1̄ = SB(KI),
1̄ab = SB(KI)ab = Ba(KIa)b = BaIb

= a(Ib) = ab = (λxy.xy)ab.

n̄--3. Проверим поведение n̄ = (SB)n(KI) в общем случае.
n̄ab = (SB)n(KI)ab = SB((SB)n−1(KI))ab ( по определению)

= Ba((SB)n−1(KI)a)b ( по схеме (S))
= a((SB)n−1(KI)ab) ( по схеме (B))
= a(n− 1ab) ( по определению)
= a(an−1b) ( по определению)
= anb = (λxy.xny)ab. ( по определению)

Ответ. Нумералы (λxy.xny) имеют вид (SB)n(KI).

Задача 5.2 Определить объект, представляющий операцию “+1”на множестве нумералов и исследовать его свойства.
Формулировка задачи. Показать, что σ = λxyz.xy(yz) задает на мно-жестве нумералов функцию “следования за” (“прибавление едини-цы”):

σn̄ = n+ 1 (σ)

Решение.
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σ--1. Комбинаторная характеристика нумералов: n̄ab = anb.

σ--2. Применим функцию σ к нумералу n̄ в общем виде:
σn̄ab = (λxyz.xy(yz))n̄ab ( по определению)

= n̄a(ab) ( по постулату (β))
= an(ab) ( по определению (n̄))
= an+1b ( по определению)
= n+ 1ab. ( по определению)

Итак, σn̄ab = n+ 1ab, то есть σn̄ = n+ 1.Ответ. Функция σ = λxyz.xy(yz) есть функция следования для ну-мералов n̄ = λxy.xny.
Задача 5.3 Определить объект, вычисляющий длину конечной по-следовательности (списка)
Формулировка задачи. Показать, что функция

Length = λxy.Null x 0̄(σ(Length(Cdr x))y).

есть функция определения длины списка x :
Length < a1, a2, . . . , an > = n (Length)

Решение.
Length--1. Введем вспомогательные функции Null и Cdr :

Null x =

{
1̄, если x = NIL (x− пустой список),
0̄, в противном случае; (Null)

1̄ = λxy.xy = λx.x = I, (1̄)
0̄ = λxy.y = KI, (0̄)
σ n̄ = n+ 1,

Cdr x =

{
NIL =<>, для x =< a1 >,
< a2, . . . , an >, для x =< a1, a2, . . . , an > .

(Cdr)
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Length--2. Приложим Length к пустому списку Nil:

Length Nil =
= λy.Null Nil0̄(σ(Length(Cdr Nil))y) ( по (β))
= λy.1̄0̄(σ(Length(CdrNil))y) ( по (Null))
= λy.I(KI)(σ(Length(CdrNil))y) ( по 0̄, 1̄)
= λy.KI(σ(Length(CdrNil))y) ( по (I))
= λy.I ( по (K))
= λy.(λz.z) ( по (I))
= λyz.z = 0̄. ( по 0̄)

Таким образом, функция Length корректна по отношению кприменению к пустому списку, то есть Length Nil = 0̄.
Length--3. Приложим функцию Length к списку x, состоящему изодного элемента: x =< a >:

Length x =
= λy.Nullx0̄(σ(Length(Cdrx))y) (β)
= λy.0̄0̄(σ(Length Nil)y) (Null, Cdr)
= λy.KI(KI)(σ0̄y) (0̄)
= λy.I(σ0̄y) (K)
= λy.σ0̄y (I)
= λy.1̄y (σ)
= λy.Iy = λy.y = I = 1̄.

Функция Length корректна по отношению к применению ксписку, состоящему из одного элемента, то есть равна 1̄.
Length--4. Теперь проверим Length в общем случае (x 6= Nil), гдезнак 6= означает “не конвертируется к”:

Length x = λy.Nullx0̄(σ(Length(Cdr x))y)
= λy.0̄0̄(σ(Length(Cdr x))y)
= λy.σ(Length(Cdr x))y
= λy.σn− 1 y
= λy.n̄y
= λy.(λxz.xnz)y = λy.λz.ynz = λyz.ynz = n̄.

Ответ. Функция Length действительно вычисляет длину списка.



Раздел 6
Комбинаторы с типами
Теоретические сведения. Неформальное обсуждение понятия типа иллю-стрирует довольно прозрачную идею. Всякая функция имеет область опре-деления и область значения. Следовательно, не все аргументы предста-вляют интерес, а только те из них, которые принадлежат выделеннойобласти определения. Это и означает, что аргументы как объекты типи-зированы.В аппликативных вычислительных системах в центре внимания необласти определения функций, а сами функции как общие законы соот-ветствия. Фактически, исчисляются именно законы соответствия, или,говоря иными словами, концепты функций, то есть в конечном счете объ-екты. В этом случае для учета типов применяются более тонкие рассу-ждения.Действительно, комбинаторы задают функции, функции от функций,функции от функций от функций, . . . , то есть возникают функции высшихпорядков, или функционалы. Вопрос выяснения типа у объекта становитсянетривиальным, и типы приходится исчислять, пользуясь точными пра-вилами. Соответствующие области определения становятся в сильнойстепени взаимозависимы. В соответствующих логических конструкцияхможно прийти к противоречиям.Перейдем на более точную основу в рассуждениях. Говорят, что тип
a приписан комбинатору X , или ` #(X) = a тогда и только тогда, когдаданное утверждение вытекает из следующих аксиом и правила.
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Схемы аксиом: ` #(I) = (a, a), (FI)
` #(K) = (a, (b, a)) = (a, b, a), (FK)
` #(S) = ((a, (b, c)), ((a, b), (a, c))). (FS)

Правило: ` #(X) = (a, b), ` #(U) = a

` #(XU) = b
. (F )

Предлагается, пользуясь аксиомами и правилом (F ), приписать типы основ-ным комбинаторам:
(1) # (B), где B = S(KS)K,
(2) # (SB),
(3) # (Z0), где Z0 = KI,
(4) # (Z1), где Z1 = SB(KI),
(5) # (Zn), где Zn = (SB)n(KI),
(6) # (W ), где W = CSI,
(7) # (B2), где B2 = BBB,
(8) # (B3), где B3 = BBB2,

(9) # (C [2]), где C [2] = BC(BC),
(10) # (C [3]), где C [3] = BC(BC [2]),
(11) # (C[2]), где C[2] = B2CC,
(12) # (C[3]), где C[3] = B2C[2]C,
(13) # (Φ), где Φ = B2SB,
(14) # (Y ), где Y = WS(BWB),
(15) # (D), где D = C[2]I,
(16) # (C), где C = S(BBS)(KK).

В ходе решения этих задач предполагается уяснить, что такое ма-тематические функции, как выполнять их композицию и как стро-ить простейшие программы с помощью метода композиции. Каждыйкомбинатор дает идеализацию программы в виде черного ящика. Этозначит, что внутренняя структура программы не уточняется, а важноустановить ее поведение, ориентируясь только на вход и выход. Ком-бинации (композиции), составленные из комбинаторов, дают воз-можность рассматривать произвольные программы как аппликатив-ные формы. Аппликативная форма обладает простой структурой: еекомпоненты имеют левую и правую часть, поэтому представлениемформы служит бинарное дерево. Заметим, что отдельные ветви это-го дерева можно вычислять независимо от других, что указывает на
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потенциальный параллелизм вычислений.
Задача 6.1 Определить тип объекта B.
Указание. Построение S(KS)K представить в виде дерева:

Exp1 = (a1, (b1, a1))
Exp2 = a1

Exp3 = ((b1, a1), ((a2, b2), (a2, c2)))
Exp4 = (b1, a1)
Exp5 = ((a2, b2), (a2, c2))
Exp6 = (a2, b2)
Exp7 = (a2, c2)

` #(K) = Exp1 ` #(S) = Exp2

` #(S) = Exp3 ` #(KS) = Exp4
(F )

` #(S(KS)) = Exp5 ` #(K) = Exp6

` #(S(KS)K) = Exp7
(F )

(F )

Решение.
#(B)--1. Пусть a, b, c - заданные типы. Поскольку по схеме (FK)имеем ` # (K) = (a1, (b1, a1)) и по схеме (FS) : ` # (S) =

a1, то по правилу (F ) : ` # (KS) = (b1, a1), где a1 =
((a, (b, c)), ((a, b), (a, c))). Далее по схеме (FS) : ` # (S) =
((b1, a1), ((a2, b2), (a2, c2))), причем b1 = a2, a1 = (b2, c2), тоесть b2 = (a, (b, c)), c2 = ((a, b), (a, c)).В силу ` # (KS) = (b1, a1) и правила (F ): ` # (S(KS)) =
((a2, b2), (a2, c2)). По схеме (FK) : ` # (K) = (a3, (b3, a3)),где a3 = a2, (b3, a3) = b2, то есть b3 = a, a3 = (b, c). Итак,
a2 = a3 = (b, c). В силу ` # (S(KS)) = ((a2, b2), (a2, c2)) иправила (F ):` # (S(KS)K) = (a2, c2) = ((b, c), ((a, b), (a, c))).

Ответ. B имеет тип: # (B) = ((b, c), ((a, b), (a, c))).Аналогично определим типы, которые приписываются остальнымкомбинаторам.
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Задача 6.2 Тип # (SB).
Решение.
#(SB)--1. Построение дерева:

Exp1 = ((a1, (b1, c1)), ((a1, b1), (a1, c1)))
Exp2 = (a1, (b1, c1))
Exp3 = ((a1, b1), (a1, c1))

` #(S) = Exp1 ` #(B) = Exp2

` #(SB) = Exp3
(F )

#(SB)--2. По схеме (FB) :` # (B) = ((b, c), ((a, b), (a, c))), ноу нас ` # (B) = (a1, (b1, c1)), то есть a1 = (b, c), b1 =
(a, b), c1 = (a, c).

Итак, ` # (SB) = (((b, c), (a, b)), ((b, c), (a, c))).Ответ. (SB) имеет тип (((b, c), (a, b)), ((b, c), (a, c))).
Задача 6.3 Тип #(Z0).
Решение.
#(Z0)--1. Z0 = KI .
#(Z0)--2.

` #(K) = (a1, (b1, a1)) ` #(I) = a1

` #(KI) = (b1, a1)
(F )

#(Z0)--3. По схеме (FI) :` #(I) = a1, где a1 = (a, a); тип b1отличен от a1, то есть b1 = b (a, b - заданные типы).
Итак, ` #(KI) = (b, (a, a)).Ответ. Z0 = KI имеет тип (b, (a, a)).
Задача 6.4 Тип #(Z1).
Решение.
#(Z1)--1. Z1 = SB(KI).
#(Z1)--2. (F (SB)) :` #(SB) = (((b, c), (a, b)), ((b, c), (a, c))); (F (KI)) :

` #(KI) = (b, (a, a)).
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#(Z1)--3. Exp1 = (((b1, c1), (a1, b1)), ((b1, c1), (a1, c1)))

Exp2 = ((b1, c1), (a1, b1))
Exp3 = ((b1, c1), (a1, c1))

` #(SB) = Exp1 ` #(KI) = Exp2

` #(SB(KI)) = Exp3
(F )

#(Z1)--4. По схеме (F (KI)) : ` #(KI) = ((b1, c1), (a1, b1)), где
(b1, c1)) = b, a1 = a, b1 = a. Тип c1 отличен от a и b, c1 = c.

Итак, имеем ` #(Z1) = ((a, c), (a, c)). Отметим, что утверждение
` # (Z1) = ((a, b), (a, b)) также справедливо (вся разница лишь вобозначениях).Ответ. Z1 = SB(KI) имеет тип ((a, b), (a, b)).
Задача 6.5 Тип #(Zn).
Решение.
• Определим сначала тип #(Z2).

#(Z2)--1. Z2 = SB(SB(KI)).
#(Z2)--2. (FZ) : ` #(Z1) = ((a, b), (a, b)).
#(Z2)--3. Exp1 = (((b1, c1), (a1, b1)), ((b1, c1), (a1, c1)))

Exp2 = ((b1, c1), (a1, b1))
Exp3 = ((b1, c1), (a1, c1))

` #(SB) = Exp1 ` #(Z1) = Exp2

` #(Z2) = Exp3
(F )

#(Z2)--4. По схеме (FZ) : ` #(Z1) = ((b1, c1), (a1, b1)),где пара равенств должна выпольняться одновременно:
(b1, c1) = (a, b), (a1, b1) = (a, b), то есть:

b1 = a,
c1 = b,
a1 = a,
b1 = b.

 (∗)

Эта система равенств (*) справедлива только в томслучае, если a1 = b1 = c1 = a = b. Таким образом,
` # (Z2) = ((a, a), (a, a)).
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• Теперь определим тип #(Zn).

#(Zn)--1. Zn = (SB)n(KI) = SB((SB)n−1(KI)), гдеn > 2.
#(Zn)--2. (FZ2) : ` #(Z2) = ((a, a), (a, a)).
#(Zn)--3. Exp1 = (((b1, c1), (a1, b1)), ((b1, c1), (a1, c1)))

Exp2 = ((b1, c1), (a1, b1))
Exp3 = ((b1, c1), (a1, c1))

` #(SB) = Exp1 ` #(Z2) = Exp2

` #(Z3) = Exp3
(F )

#(Zn)--4. По схеме (F ) : ` #(Z2) = ((b1, c1), (a1, b1)),где b1 = a, c1 = a, a1 = a, то есть ` #(Z3) =
((a, a), (a, a)). Получаем равенство: #(Z2) = #(Z1). Поиндукции, придавая приращение n, можно получить, что
` #(Zn) = ((a, a), (a, a)), где n > 1.

Ответ. Объектам Zn = (SB)n(KI), где n > 1 приписан один и тотже тип: ((a, a), (a, a)).
Задача 6.6 Тип #(W ).
Решение.
#(W )--1. W = CSI .
#(W )--2. (FC) : ` #(C) = ((b, (a, c)), (a, (b, c))). Это утвержде-ние будет доказано далее.
#(W )--3. Exp1 = ((b1, (a1, c1)), (a1, (b1, c1)))

Exp2 = (b1, (a1, c1))
Exp3 = (a1, (b1, c1))
Exp4 = (a1)
Exp5 = (b1, c1)

` #(C) = Exp1 ` #(S) = Exp2

` #(CS) = Exp3 ` #(I) = Exp4

` #(SCI) = Exp5
(F )

(F )
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#(W )--4. По схеме (FS) : ` #(S) = (b1, (a1, c1)), но ` # (S) =

((a, (b, c)), ((a, b), (a, c))). Следовательно, b1 = (a, (b, c)), a1 =
(a, b), c1 = (a, c). Аналогично, имеем (FI) : ` # (I) = a1.Но ` #(I) = (a, a), то есть a1 = (a, a) и a = b. Име-ет место следующие равенства: a = b, a1 = (a, a), b1 =
(a, (a, c)), c1 = (a, c).

Итак,` # (W ) = ((a, (a, c)), (a, c)), что эквивалентно записи:` # (W ) =
((a, (a, b)), (a, b)).Ответ. W = CSI имеет тип ((a, (a, b)), (a, b)).
Задача 6.7 Тип #(B2).
Решение.
#(B2)--1. B2 = BBB.
#(B2)--2. (B) : ((bc)((ab)(ac))). Здесь и далее предполагает-ся, что запись вида: “ ` #(X) = (a, (b, c)) ” аналогичназаписи: “ (X) : (a(b c)) ”. Договоримся в дальнейшем за-пятые опускать, то есть “(X) : (a, (b, c))” эквивалентно“(X) : (a(b c))”.
#(B2)--3. Найдем сначала #(BB):

(B) : ((b1 c1)((a1 b1)(a1 c1))) (B) : (b1 c1)

(BB) : ((a1b1)(a1c1))
(F )

где b1 = (b2 c2), c1 = ((a2 b2)(a2 c2)),
(BB) : ((a1(b2 c2))(a1((a2 b2)(a2 c2)))).Положим: a1 = a, b2 = b, c2 = c, a2 = d. Тогда (BB) :
((a(b c))(a((d b)(d c)))). Теперь найдем #(BBB).
(BB) : ((a1(b1 c1))(a1((d1 b1)(d1 c1)))) (B) : (a1(b1 c1))

(BBB) : (a1((d1 b1)(d1 c1)))
, (F )

где (a1(b1 c1)) = ((b c)((a b)(a c))), то есть: a1 = (b c), b1 =
(a b), c1 = (a c). Пусть d1 = d. Таким образом, (BBB) :
((b c)((d(a b))(d(a c)))).

Ответ. B2 = BBB имеет тип ((b c)((d(a b))(d(a c)))).
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Задача 6.8 Тип #(B3).
Решение.
#(B3)--1. B3 = BBB2.
#(B3)--2.

(BB) : ((a1(b1 c1))(a1((d1 b1)(d1 c1)))) (B2) : (a1(b1 c1))

(BBB2) : (a1((d1 b1)(d1 c1)))
, (F )

где (a1(b1 c1)) = ((b c)((d(a b))(d(a c)))), то есть a1 =
(b c), b1 = (d(a b)), c1 = (d(a c)). Пусть d1 = e. Тогда
(BBB2) : ((b c)((e(d(a b)))(e(d(a c))))).

Ответ. B3 = BBB2 имеет тип ((b c)((e(d(a b)))(e(d(a c))))).
Задача 6.9 Тип #(C [2]).
Решение.
#(C [2])--1. C [2] = BC(BC).
#(C [2])--2. Найдем #(BC).

(B) : ((b1 c1)((a1 b1)(a1 c1))) (C) : (b1 c1)

(BC) : ((a1 b1)(a1 c1))
, (F )

где (b1 c1) = ((a(b c))(b(a c))), то есть b1 = (b(c d)), c1 =
(c(b d)). Пусть a1 = a. Итак, (BC) : ((a(b(c d)))(a(c(b d)))).

#(C [2])--3. Exp1 = ((a1(b1(c1 d1)))(a1(c1(b1 d1))))
Exp2 = (a1(b1(c1 d1)))
Exp3 = (a1(c1(b1 d1)))

(BC) : Exp1 (BC) : Exp2

(BC(BC)) : Exp3
, (F )

где (a1(b1(c1 d1))) = ((a(b(c d)))(a(c(b d)))), то есть a1 =
(a(b(c d))), b1 = a, c1 = c, d1 = (b d).

Итак, (BC(BC)) : ((a(b(c d)))(c(a(b d)))).Ответ. C [2] = BC(BC) имеет тип ((a(b(c d)))(c(a(b d)))).



61
Задача 6.10 Тип #(C [3]).
Решение.
#(C [3])--1. C [3] = BC(BC [2]).
#(C [3])--2. Exp1 = ((b1 c1)((a1 b1)(a1 c1)))

Exp2 = (b1 c1)
Exp3 = ((a1 b1)(a1 c1))
Exp4 = ((b2 c2)((a2 b2)(a2 c2)))
Exp5 = (b2 c2)
Exp6 = ((a2 b2)(a2 c2))

(B) : Exp1 (C) : Exp2

(BC) : Exp3
(F )

(B) : Exp4 (C [2]) : Exp5

(BC [2]) : Exp6
(F )

(BC(BC [2])) : (a1 c1)
, (F )

где (b1 c1) = ((a3(b3 c3))(b3(a3 c3))), (b2 c2) = ((a(b(c d)))(c(a(b d)))),
(a1 b1) = ((a2 b2)(a2 c2)), то есть a3 = a2 = e, c2 =
(b3 c3), b3 = c, c3 = (a(b c)).

Итак, a1 = (a2 b2) = (e(a(b(c d)))), c1 = (b3(a3 c3)) = (c(e(a(b d)))),то есть (BC(BC [2])) : (a1 c1).Ответ. C [3] = BC(BC [2]) имеет тип ((e(a(b(c d))))(c(e(a(b d))))).
Задача 6.11 Тип #(C[2]).
Решение.
#(C[2])--1. C[2] = B2CC.
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#(C[2])--2. Exp1 = ((b1 c1)((d1(a1 b1))(d1(a1 c1))))

Exp2 = (b1 c1)
Exp3 = ((d1(a1 b1))(d1(a1 c1)))
Exp4 = (d1(a1 b1))
Exp5 = (d1(a1 c1))

(B2) : Exp1 (C) : Exp2

(B2C) : Exp3 (C) : Exp4

(B2CC) : Exp5
(F )

, (F )

где (b1 c1) = ((a(b c))(b(a c))), (d1(a1 b1)) = ((a2(b2 c2))(b2(a2 c2))),то есть b1 = (a(b c)), c1 = (b(a c)), a1 = b2, d1 = (a2(b2 c2)), b1 =
(a2 c2). Имеем: d1 = (a(b2(b c))), a1 = b2, c1 = (b(a c)).Пусть b2 = d. Тогда (B2CC) : (d1(a1 c1)) = ((a(d(b c)))(d(b(a c)))).

Ответ. C[2] = B2CC имеет тип ((a(d(b c)))(d(b(a c)))).
Задача 6.12 Тип #(C[3]).
Решение.
#(C[3])--1. C[3] = B2C[2]C.
#(C[3])--2. Exp1 = ((b1 c1)((d1(a1 b1))(d1 (a1 c1))))

Exp2 = (b1 c1)
Exp3 = ((d1(a1 b1))(d1 (a1 c1)))
Exp4 = (d1(a1 b1))
Exp5 = (d1(a1 c1))

(B2) : Exp1 (C[2]) : Exp2

(B2C[2]) : Exp3 (C) : Exp4

(B2C[2]C) : Exp5
(F )

, (F )

где (b1 c1) = ((a(b(c d)))(b(c(a d)))), (d1 (a1 b1)) = ((a2 (b2 c2))(b2 (a2 c2))).Имеем d1 = (a2(b2 c2)) = (a(b2(b(c d)))), a1 = b2, c1 =
(b(c(a d))). Пусть b2 = e. Подставим e вместо b2 , а вместо
d1, a1, c1 подставим соответствующие выражения, получаятип: (B2C[2]C) : (d1(a1 c1)).
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Ответ. C[3] = B2C[2]C имеет тип ((a(e(b(c d))))(e(b(c(a d))))).
Задача 6.13 Тип #(Φ).
Решение.
#Φ--1. Φ = B2SB.
#Φ--2. Exp1 = ((b1 c1)((d1(a1 b1))(d1(a1 c1))))

Exp2 = (b1 c1)
Exp3 = ((d1(a1 b1))(d1(a1 c1))))
Exp4 = (d1(a1 b1))
Exp5 = (d1(a1 c1))

(B2) : Exp1 (S) : Exp2

(B2S) : Exp3 (B) : Exp4

(B2SB) : Exp5
(F )

, (F )

где (b1 c1) = ((a(b c))((a b)(a c))), (d1(a1 b1)) = ((b2 c2)((a2 b2)(a2 c2))).Итак, d1 = (b2 c2) = (b2(b c)), a1 = (a2 b2) = (a b2), c1 =
((a b)(a c)). Пусть b2 = d; тогда (B2SB) : (d1(a1 c1)) =
((d(b c))((a d)((a b)(a c)))).

Ответ. Φ = B2SB имеет тип ((d(b c))((a d)((a b)(a c)))).
Задача 6.14 Тип #(Y ).
Решение.
#Y --1. Y = WS(BWB).

#Y --2. (W ) : ((a1(a1 b1))(a1 b1)) (S) : (a1(a1 b1))

(WS) : (a1b1)
, (F ),

(B) : ((b2 c2)((a2 b2)(a2 c2))) (W ) : (b2 c2)

(BW ) : ((a2 b2)(a2 c2))
, (F )

(BW ) : ((a2 b2)(a2 c2)) (B) : (a2 b2)

(BWB) : (a2 c2)
, (F )
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(WS) : (a1 b1) (BWB) : (a2 c2)

(WS(BWB)) : b1
, (F )

где (a1(a1 b1)) = ((a(b c))((a b)(a c))), (b2 c2) = ((a3(a3 b3))(a3 b3)), (a2 b2) =
((b4c4)((a4b4)(a4c4))), a1 = (a2 c2).Из равенства (a1(a1 b1)) = ((a(b c))((a b)(a c))) имеем: b1 =
(a c), то есть тип #(Y ) имеет вид (a c).

#Y --3. Проведем следующие рассуждения. Известно, что Y x =
x(Y x), то есть #(Y x) = #(x(Y x)). Пусть #(x) = a, #(Y x) =
b, тогда в соответствии с правилом (F ) : #(Y ) = (a, b),

(Y ) : (a, b) (x) : a

(Y x) : b
(F )

Теперь, учитывая, что #(x(Y x)) = #(Y x) = b, получим
#(x):

(x) : (b, b) (Y x) : b

(x(Y x)) : b
(F )

Следовательно, a = (b, b), (Y ) : (a, b) = ((b, b), b).Ответ. Y = WS(BWB) имеет тип ((b, b), b).
Задача 6.15 Тип #(D).
Решение.
#D--1. D = C[2]I .
#D--2.

(C[2]) : ((a(d(b c)))(d(b(a c)))) (I) : (a(d(b c)))

(C[2]I) : (d(b(a c)))
, (F )

где (I) : (a1, a1), то есть a = (d(b c)).
Итак, #(C[2]I) = (d(b((d(b c))c))).Ответ. D = C[2]I имеет тип: (a, (b, ((a, (b, c)), c))).
Задача 6.16 Тип #(C).
Решение.
#C--1. C = S(BBS)(KK).
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#C--2. (S) : (a b c)((a b)(a c)), (B) : (b c)((a b)(a c)), (K) :

(a(b a)).
#C--3.

(B) : (b2 c2)((a2 b2)(a2 c2)) (B) : (b2 c2)

(BB) : (a2 b2)(a2 c2)

(BB) : (a2 b2)(a2 c2) (S) : (a2 b2)

(BBS) : (a2 c2)

(S) : (a3(b3 c3))((a3 b3)(a3 c3)) (BBS) : (a2 c2)

S(BBS) : (a3 b3)(a3 c3)

(K) : (a4(b4 a4)) (K) : a4

(KK) : (b4 a4)

S(BBS) : (a3 b3)(a3 c3) (KK) : (b4 a4)

S(BBS)(KK) : (a3 c3)
,

где (a3 b3) = (b4 a4), (b2 c2) = ((b4 c4), ((a4 b4), (a4 c4))), a4 =
(a5(b5 a5)), (a2 c2) = (a3(b3 c3)), (a2 b2) = (a b c)(a b)(a c).Имеем: 

a3 = a2 = (a b c),
c2 = (b3 c3) = (a4 b4)(a4 c4),
b2 = (a b)(a c) = (b4 c4),
b3 = a4 = (a5 b5 a5).

Далее, c4 = (a c), b4 = (a b), b3 = (a4 b4) = (a4 a b) = (b a b).
Итак, c3 = (a4 c4) = (b a c).Ответ. C = S(BBS)(KK) имеет тип: ((a, (b, c)), (b, (a, c))).
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Раздел 7
Базис I, K, S
Теоретические сведения. Покажем, что объект, понимаемый как λ-терм(исходное представление), может быть представлен посредством ком-бинаторного терма (целевое представление). Процесс перевода объектаиз исходного в целевое представление существенно упрощается, если ис-пользовать заранее заданный набор комбинаторов. Для этого зафиксируемнабор I, K, S, который, как известно, образует базис.

Задача 7.1 Выразить терм λx.P через комбинаторы I, K, S.
Формулировка задачи. Пусть определение терма λx.P дано индук-цией по построению P :

(1) λx.x = I,

(2) λx.P = KP, если не принадлежит FV (P ),
(3) λx.PQ = S(λx.P )(λx.Q).

Исключить все переменные из приводимых λ-выражений:
1. λxy.yx; 2. λfx.xx; 3. f = λx.B(f(Ax)).

Решение.
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P --1.
λxy.yx

def
= λx.(λy.yx))
(3)
= λx.(S(λy.y)λy.x))

(1), (2)
= λx.SI(Kx)
(3)
= S(λx.SI)(λx.Kx)
(2)
= S(K(SI))(S(λx.K)(λx.x))

(1), (2)
= S(K(SI))(S(KK)I)

P --2.
λfx.fxx

def
= λf.(λx.fxx)
(3)
= λf.(S(λx.fx)(λx.x))

(1), (3)
= λf.S(S(λx.f)(λx.x))I

(1), (2)
= λf.S(S(Kf)I)I
(3)
= S(λf.S(S(Kf)I))(λf.I)

(2), (3)
= S(S(λf.S)(λf.S(Kf)I))(KI)

(2), (3)
= S(S(KS)(S(λf.S(Kf))(λf.I)))(KI)

(2), (3)
= S(S(KS)(S(S(λf.S)(λf.Kf)))(KI)))(KI)

(2), (3)
= S(S(KS)(S(S(KS)(S(λf.K)(λf.f))(KI)))(KI)

(1), (2)
= S(S(KS)(S(S(KS)(S(KK)I)(KI)))(KI)

P --3.
f

def
= λx.b(f(ax))
(3)
= S(λx.b)(λx.f(ax))

(2), (3)
= S(Kb)(S(λx.f)(λx.ax))

(2), (3)
= S(Kb)(S(Kf)(S(λx.a)(λx.x)))

(2), (1)
= S(Kb)(S(Kf)(S(Ka)I))



Раздел 8
Базис I, B, C, S
Теоретические сведения. Как можно было убедиться, представляя термыпутем разложения в базисе I, K, S, существует способ систематиче-ского или даже механического перехода от одного представления объектак другому. Можно использовать большое число различных комбинаторов,уменьшая число шагов в алгоритме разложения. Конечно, как и следовалоожидать, не все наборы комбинаторов состоят из взаимно независимыхкомбинаторов. В частности, комбинатор I выразим только в терминах
K и S, поэтому он, строго говоря, не является необходимым. Тем не менееего использование имеет технические преимущества.Существуют и другие наборы комбинаторов, пользуясь которыми мож-но получать представление всевозможных правильно построенных тер-мов. Такие наборы комбинаторов считаются базисными, или, как принятоговорить, образуют базис. Как и прежде, комбинатором считается объ-ект, составленный применением аппликации из базисных комбинаторов.Следовательно, базис комбинаторов не единственный, и следует ожидатьмножественности представления комбинаторами одного и того же тер-ма. В зависимости от поставленных целей можно выбрать то или иноепредставление1.

1Например, кроме используемых в настоящей работе базисов I ,K, S и I ,B,C,Sможно ввести в употребление и другие базисы. В частности, наборC,W ,B,K такжепроявляет свойство базисности.
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8.1 Свойство базисности
Можно получить большое количество различных комбинаторов, од-нако оказывается, что эти комбинаторы не являются независимыми;часть их можно определить через набор комбинаторов, называемыхбазисными. Под комбинатором теперь можно понимать объект, со-ставленный с помощью аппликаций из базисных комбинаторов.Рассмотрим две базисные системы комбинаторов , W, B, K и
S, K:

xyz = xyz,

Wxy = xyy,

Bxyz = x(yz),
Kxy = x;

Sxyz = xz(yz),
Kxy = x.

Для любого синтаксического объекта V , составленного из раз-личных переменных x1, . . . , xn с помощью операции аппликацииможно найти комбинатор X , составленный из базисных, такой, что:
X x1, . . . , xn = V . Например, если V = xz(yz), то можно ука-зать комбинатор X из базисной системы S, K, такой, что X xyz =
xz(yz). Как нетрудно видеть, им оказывается комбинатор S, то есть
X = S.В общем случае поиск комбинатора X осуществляется посредствомследующих действий:1) с помощью B из V удаляются скобки;2) с помощью переменные переупорядочиваются;3) с помощью W устраняются дублирования переменных;4) с помощью K вводятся переменные, отсутствующие в V .Пример 1. Построим в первой базисной системе комбинатор X сосвойством X abc = ac(bc):

(ac) (bc) = B (ac)bc
B
= (BBa) cbc

C
= (C(BBa)b) cc

W
=

x yz x yz x zy x yy

W
= W (C(BBa) b)c

B
=

x y z

B
= (BW ) (C (BBa))bc

B
= (B(BW )C) ((BB)a)bc

B
=

x y z x y z
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B
= B(B(BW )C)(BB)abc.

В этом примере под объектами, к которым можно применить заранееизвестную схему, записаны переменные -- в том же порядке, что ив соответствующей комбинаторной характеристике. Таким образом,
X = B(B(BW )C)(BB).
8.2 Элементарные примеры
Рассмотрим примеры разложения объекта в базисе. Исходные термывозьмем точно такими же, что и в случае разложения в базисе I,K, S.Полученные результаты можно будет сопоставить и сделать вывод опредпочтительности того или иного базиса2.
Задача 8.1 Представить термM = λx.PQ комбинаторами I, B, C, S.
Формулировка задачи. Пусть определение терма такого, что принад-лежитFV (PQ) дано индукцией по построению (здесь “ ∈′′ означает“принадлежит”, а “ 6∈′′ - “не принадлежит”):
(1) λx.x = I,

(2) λx.PQ =


BP (λx.Q), если 6∈ FV (P ) и x ∈ FV (Q), (a)
C(λx.P )Q, если ∈ FV (P ) и x 6∈ FV (Q), (b)
S(λx.P )(λx.Q), если ∈ FV (P ) иx ∈ FV (Q). (c)

Исключить все переменные из приводимых ниже λ-выражений:1. λxy.yx; 2. λfx.fxx.Решение.
M --1.

λxy.yx = λx.(λy.yx)
(2)(b)

= λx.(C(λy.y)x)
(1)
= λx.CIx

(2)(a)
= B(CI)(λx.x)
(1)
= B(CI)I.

2На решение задачи разложения в базисе можно взглянуть иначе. Посколькувсякие комбинатор - это понятие и даже концепт в математическом понимании,то исходный терм считается “исследуемым” или “познаваемым” объектом, базис --“системой известных понятий”, а процедура разложения в базисе -- “представлени-ем знания” об исходном объекте в терминах известных понятий. Такие рассужденияв своей основе используются в приложениях объектно-ориентированного подхода.
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Проверка: B(CI)Ixy = CI(Ix)y = Iy(Ix) = Iyx = yx.
M --2.

λfx.fxx = λf.(λx.fxx)
(2)(c)

= λf.S(λx.fx)(λx.x)
(1), (2)(a)

= λf.S(Bf(λx.x))I
(1)
= λf.S(BfI))

(2)(b)
= C(λf.S(BfI))I

(2)(a)
= C(BS(λf.BfI))I

(2)(b)
= C(BS(C(λf.Bf)I))I

(2)(a)
= C(BS(C(BB(λf.f))I))I
(1)
= C(BS(C(BBI)I))I.

Упражнение. Доказать, что набор комбинаторов C, W, B, K про-являет свойство базисности.



Раздел 9
Применения неподвижнойточки Y
Теоретические сведения. Приводимые в настоящем разделе задачи носятхарактер небольшого самостоятельного исследования. Целью являетсяустановление связи конструкций языков программирования с понятиямиисчисления λ-конверсии.Характеристическое равенство функции Y имеет вид Y f = f(Y f). Ссы-лающиеся на себя определение функции f можно искать в виде f = Ef ,где f не имеет свободного вхождения в E.

9.1 Элементы рекурсивных вычислений
Функция считается рекурсивной, если в определяющем ее выраже-нии содержится хотя бы одно обращение к ней самой. Рассмотримрекурсивное определение функции вычисления факториала:

FAC = (λn.IF (= n 0)1(×n FAC(− n 1)))
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При прямом применении этого определения происходят следующиепреобразования:
FAC = (λn.IF (= n 0)1

(×n FAC(− n 1))) =
FAC = (λn.IF (= n 0)1

(×n (λn.IF (= n 0)1
(×n FAC(− n 1)))(− n 1))) =

FAC = (λn.IF (= n 0)1
(×n (λn.IF (= n 0)1

(×n(λn.IF (= n 0)1
(×n FAC(− n 1)))(− n 1)))(− n 1))) =

. . . . . . .

Нетрудно заметить, что цепочка таких преобразований не заверша-ется никогда. В предлагаемой записи λ-терму присвоено имя FAC.Эта запись естественна и удобна, однако не согласуется с синтак-сисом исчисления, так как в λ-исчислении именование функций непредусмотрено. В связи с этим данное выражение следует перевестина язык λ -исчисления, то есть выразить рекурсию в чистом виде (безсамоссылки). Как оказывается, такой перевод возможен, причем безвыхода за рамки комбинаторной логики.

9.2 Использование комбинатора Y
В качестве основного примера, выполнение которого иллюстрируетосновные эффекты вычислений с неподвижной точкой воспользуем-ся функцией факториала FAC. Запишем функцию FAC сокращен-но:

FAC = λn.(. . . FAC . . .). (9.1)
Применяя λ-абстракцию, получим:

λfac.FAC fac = (λfac.(λn.(. . . fac . . .)))FAC. (9.2)
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По правилу (η) получаем:

λfac.FAC fac = FAC,

и определение (9.2) запишется в виде:
FAC = (λfac.(λn.(. . . fac . . .)))FAC. (9.3)

Полагая H = λfac.(λn.(. . . fac . . .)), получим:
FAC = H FAC. (9.4)

Определение H представляет собой обычную λ -абстракцию, не ис-пользующую рекурсию. Рекурсия выражена только лишь в формеравенства (9.4). Определение (9.4) похоже на математическое урав-нение. Например, решить уравнение (x2 − 2) = x - это значит найтизначения x, которому удовлетворяют (x = −1, x = 2). Аналогич-но, для того, чтобы решить (9.4), необходимо найти λ -абстракциюдля FAC, которая удовлетворяет (9.4). Уравнение FAC = H FACвыражает тот факт, что когда функция H применяется к аргументу
FAC, в результате снова получается FAC. Поэтому FAC называет-ся неподвижной точкой функции H .Пример 1. Числа 0 и 1 являются неподвижными точками функции
f = λx.× x x, то есть f0 = 0 и f1 = 1. Действительно,

f0 = (λx.× x x)0 = (β)
= × 0 0 = 0,

f1 = (λx.× x x)1 = (β)
= × 1 1 = 1.

Итак, нужно найти неподвижную точку функции H . Ясно, что этаточка зависит только от H . Введем функцию Y , которая работает посхеме: получив на входе в качестве аргумента функцию, на выходе
Y формирует неподвижную точку этой функции. То есть, получа-ем Y H = H(Y H), где Y -- комбинатор неподвижной точки. Еслинайдем такой Y , то получим решение уравнения (9.4):

FAC = Y H.
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В ходе получения этого решения использован довольно общий ме-тод. Он опирается на основную в теории рекурсивных вычисленийтеорему о неподвижной точке. Фактически, пришлось дать ее част-ное “доказательство” для функции FAC. Полученное решение даетнерекурсивное определение FAC. Существо теоремы о неподвиж-ной точке как раз и состоит в том, чтобы гарантировать переход от ре-курсивных по форме записи определений к нерекурсивным по фор-ме записи определениям. В последнем случае эффект цикличностиопределения (и соответствующего вычисления) оказывается завуа-лированным посредством комбинатора Y . Для того, чтобы убедится,что определенная таким образом функция FAC работает правильно,приложим ее к некоторому аргументу, например, к 1:
FAC 1 = Y H 1 (FAC)
= H(Y H)1 (Y )
= (λfac.(λn.(IF (= n 0)1)(×n(fac(− n 1))))(Y H)1 (H)
= (λn.IF (− n ))1(×n(Y H(− n 1))))1 (β)
= IF (= 1 0)1(×1(Y H(− 1 1)))) (β)
= ×1(Y H)0 = ×1(H(Y H))0 (Y )
= ×1((λfac.λn.IF (= n 0)1(×n(fac(− n 1))))(Y H)0 (H)
= ×1((λn.IF (= n 0)1(×n(Y H(− n 1))))0) (beta)
= ×1(IF (= 0 0)1(×0(Y H(− 0 1)))) (β)
= ×11
= 1.

9.3 Вычисление функций
Приведем примеры определения наиболее часто используемых в прак-тике программирования функций. Отметим, что для простоты ото-браны функции, действующие на списки как на свои аргументы. Какобычно, под списком понимается конечная последовательность.Начиная работать со списками, можно оценить возможности си-стемы программированияLISP 1. Таким образом, в этой системе нет

1По своей основе LISP имеет, практически, все возможности бестиповоголамбда-исчисления. В зависимости от применяемого диалекта внешняя форма за-писи объектов может варьироваться. Подчеркнем еще раз, что в этом языке нетоператоров. Единственный вид используемых в нем объектов -- это функции. Ре-
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различия между “программами” и “данными”: и то, и другое -- впол-не равноправные объекты. Большой интерес, проявляемый к системепрограммирования LISP , вполне оправдан. Имея четкие и краткиематематические основания, эта система программирования преодо-левает барьер между практическим программированием задачи и еематематическим осмыслением.
Задача 9.1 Пользуясь функцией поиска неподвижной точки Y , вы-разить определения приводимых ниже функций:

2) sum = λx.if null x

then 0
else (car x) + sum(cdr x),

3) product = λx.if null x

then 1
else (car x) × product(cdr x),

4) append = λx.λy.if null x

then y

else (list((car x)(append(cdr x)y)),
5) concat = λx.if null x

then ()
else append(car x)(concat(cdr x)),

6) map = λfλx.if null x

then ()
else list((f(car x))(map f(cdr x))).

length(a1, a2, a3) = 3;
sum(1, 2, 3, 4) = 10;
product(1, 2, 3, 4) = 24;
append(1, 2)(3, 4, 5) = (1, 2, 3, 4, 5);
concat((1, 2), (3, 4), ()) = (1, 2, 3, 4);
map square (1, 2, 3, 4) = (1, 4, 9, 16).

Для примеров “обращения” к каждой из функций выполнить про-верку.
ализованные механизмы рекурсии с математической точки зрения иллюстрируютэффект вычислений с неподвижной точкой. Обычно в языке дополнительно пред-лагаются нерекурсивные средства организации циклических вычислений.
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Решение. В качестве примера приведем соответствующие выкладкидля функций length (вычисление длины списка) иmap (функционал,“распределяющий” вдоль списка действие функции-аргумента). Привычислении этих функций проявляются основные особенности ре-курсивных вычислений над списками.
length--1. Для функции length исходное определение

length = λx.if null x
then 0
else 1 + length(cdr x),

перепишем в виде:
length = (λf.λx.if null x

then 0
else 1 + f(cdr x))length.

length--2. Отсюда следует, что
length = Y (λf.λx.if null x

then 0
else 1 + f(cdr x)).

Тем самым желаемая комбинаторная характеристика полу-чена.
length--3. Произведем проверку определения для списка длины 2,то есть возьмем x = (a1, a2):

length(a1, a2) = Y (λfλx.if null x
then 0
else 1 + f(cdr x))(a1, a2)

= (λfλx.if null x
then 0
else 1 + f(cdr x))(Y (. . .))(a1, a2)

= if null (a1, a2) then 0 else 1 + (Y (. . .))(cdr (a1, a2))
= 1 + (λfλx.if null x then 0 else 1 + f(cdr x))(Y (. . .))(a2)
= 1 + if null (a2) then 0 else 1 + (Y (. . .))nil
= 1 + 1(λfλx.if null x then 0 else 1 + f(cdr x))(Y (. . .))nil
= 1 + 1 + 0 = 2.
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map--1. Для функции map исходное определение

map = λf.λx. if null x
then ()
else ((f(car x)) : (mapf(cdr x))

перепишем в виде:
map = (λm.λf.λx. if null x

then ()
else (f(car x)) : (mf(cdr x))) map.

Отсюда следует, что
map = Y (λm.λf.λx. if null x

then ()
else (f(car x)) : (mf(cdr x))).

Проверка для f = square, x = (2, 3):
map square (2, 3) =

= (λmλfλx.if null x
then ()
else (f(car x)) : (mf(cdr x)))(Y (. . .))square (2, 3)

= (square 2) : ((Y (. . .))square (3))
= (square 2) : ((λm.λf.λx. . . .)(Y (. . .))square (3))
= (square 2) : ((square 3) : ((Y (. . .))square ())
= (square 2) : ((square 3) : ())
= (4, 9).

В данном случае символ “:” принят для обозначения инфикс-ной формы функции list, поэтому принимаем в качестве со-глашения об обозначениях, что x : (y : (z : ())) = x, y, z =
(x, y, z).
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Раздел 10
Функция list1
Теоретические сведения. Определим функцию list1 следующим образом:

list1 a g f x = if (null x)
then a
else g(f(car x))(list1 a g f(cdr x)).

Это пример функции достаточно общего вида, из которой, задав конкрет-ное значение параметров, можно получить целый ряд “более простых”функций. Можно заметить, что многие функции,оперирующие со списка-ми, имеют некоторую “общую часть”. Возникает вопрос, можно ли длякласса функций над списками определить такую обобщенную функцию, изкоторой путем различного выбора параметров получаются конкретныепредставители класса функций. В качестве одной из таких обобщенныхфункций предлагается функция list1.Основная конструкция, которой будем пользоваться -- это список, кото-рый может быть пустым, либо непустым. В последнем случае у него есть“голова” и “хвост”, которые в свою очередь также могут быть списками.Над списками могут выполняться следующие операции:
null : список → булевский,
car : непустой список → (список + атом),
cdr : непустой список → список,
list : (атом + список)→ (список→ список).
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Эти операции связаны друг с другом следующим образом:
null () = true,

null (list x y) = false,
car (list x y) = x,
cdr (list x y) = y,

list (car z)(cdr z) = z.

Кроме того, примем сокращение:
list x y = x : y,

и поэтому для n ≥ 2 воспользуемся соглашением об обозначении:
x1, x2, x3, . . . , xn = x1 : (x2 : (x3 : (. . . xn) : . . . () . . .)).

Задача 10.1 Исследовать свойства функции
list1 a g f x = if (null x)

then a

else g(f(car x))(list1 a g f(cdr x)).

Воспользовавшись следующими определениями:
Ix = x, Kxy = x, postfix x y = append y(ux),

где (ux) - обозначение списка, состоящего из единственного элемен-та , выразить функции:
(а) length, sumsquares, reverse, identity;

(б) sum, product, append, concat, map.
Уточненная формулировка задачи. Воспользуемся следующими опре-



83
деленими функций:

(а) ux = x : (),
length x = if null x

then 0 else 1 + length(cdrx),
sumsquares x = if null x

then ()
else(square(car x)) + sumsquares(cdr x),
reverse x = if null x then ()

else append(reverse(cdr x))(ux),
identity x = x,

square x = if null x

then 0
else x × x;

(б) sum x = if null x

then 0
else(car x) + sum(cdr x),

product x = if null x

then 1
else(car x) × product(cdrx),

append x y = if null x

then y

else list(car x)(append(cdr x)y),
concat x = if null x

then ()
else append(car x)(concat(cdr x)),

map f x = if null x

then ()
else(f(car x)) : (map f(cdr x)).

Выполнить шаги алгоритмов для следующих примеров:
sum (1, 2, 3, 4) = 10,

product (1, 2, 3, 4) = 24,
append (1, 2)(3, 4, 5) = (1, 2, 3, 4, 5),

concat ((1, 2), (3, 4), ()) = (1, 2, 3, 4),
map square (1, 2, 3, 4) = (1, 4, 9, 16).
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Решение. Принимается, что postfix x y = append y (ux).
list1--1. Рассмотрим случай (а):

length = list1 0 plus (K 1),
sumsquares = list1 0 plus square,

reverse = list1 ( ) postfix I,
identity = list1 ( ) list I.

list1--2. Рассмотрим случай (б):
sum = list1 0 plus I,

product = list1 1 multiply I,
append x y = list1 y list I x,

concat = list1 ( ) append I,
map f = list1 ( ) list f.

Для завершения решения требуется подставить параметрыи произвести детальные вычисления. Кроме того, предпола-гается выполнение проверки примеров.
В заключение обратим внимание на некоторые особенности мето-да решения задачи. Прежде всего функция list1 представляет собойфункционал (и даже функтор). Определив эту функцию, на самом де-ле выполнили значительно больший объем работы, чем требовалось.Более конкретно, list1 проявляет существенную зависимость от па-раметров: варьируя параметры, получаем целое семейство частныхфункций, каждая из которых имеет достаточно общий вид. Тем са-мым определение list1 фиксирует понятие, или концепт. Посколькуконцепт задан описанием, то задан интенсионал. Выбирая различ-ные значения параметров, или указывая соотнесения, на деле по-лучаем целое семейство функций-индивидов. Перечислив элементыэтого семейства, получаем экстенсионал концепта list1.Функции, наподобие list1, в программировании представляютважную идею, носящую специальное название “функтор-как-объект”.Как можно видеть, программа, составленная из таких объектов, про-являет высокую степень общности.



Раздел 11
Изоморфизм д.з.к. и АВС
Теоретические сведения. Идея построения функционального языка, в кото-ром вовсе отсутствуют переменные, основывается на использовании ком-бинаторной логики. Отказываясь от переменных, проектировщик языкапрограммирования начинает оперировать произвольными объектами, ко-торые при построении программы разрешается применять друг к другу.Очевидно, что это наиболее рафинированная форма использования объек-тов.Как известно, для корректного использования объектов следует оста-ваться в рамках какого-либо варианта комбинаторной логики, играюще-го роль теории-оболочки. Комбинаторы из этой оболочки в совокупностисоставляют “набор инструкций” некоторой абстрактной вычислитель-ной системы. Может сложиться впечатление, что этот набор ничем неограничен. В этом случае его математические свойства остаются непро-явленными и потенциально содержащими ту или иную форму противоре-чия.Выберем в качестве теории-оболочки теорию категорий. Зафиксиру-ем в ней набор комбинаторов, который проявляет вполне безопасное ма-тематическое поведение: составляет декартово замкнутую категорию.Заметим, что в декартово замкнутой категории (д.з.к.) функции понима-ются как операторы, действующие на свои операнды, которые записыва-ются позиционно. С другой стороны, в аппликативной вычислительной си-стеме (АВС) используется единственная операция - операция аппликации,трактуемая как приложение одного объекта к другому. Возникает вопрос,не происходит ли каких-либо потерь при переходе от системы понятий иопределений д.з.к. к системе понятий и определений АВС и наоборот.Воспользуемся следующими соглашениями об обозначениях:
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[x, y] = λr.rxy,

< f, g > = λt.[f(t), g(t)] = λt.λz.z(f(t))(g(t)).

Тот факт, что f является отображением из A в B (в содержательномсмысле) будем обозначать посредством f : A → B. Введем в рассмотре-ние следующие отображения:
h : A × B → C для x : A, y : B,
ΛABCh : A→ (B → C),
ΛABC : (A × B → C)→ (A→ (B → C)),
k : A→ (B → C),
εBC : (B → C) × B → C,
ε◦ < k ◦ p, q >: A × B → C,
p : A × B → A, q : A × B → B.

В дальнейшем эти отображения будут часто использоваться безявного упоминания их типов, если только не возникает двусмыслен-ности в толковании.
Задача 11.1 Поскольку в оболочке Каруби выводимо:

h = ε◦ < (Λh) ◦ p, q >,
а также выводимо:

k = Λ(ε◦ < k ◦ p, q >),

то прежде всего из предыдущих определений следует самостоя-тельно получить оба равенства.
Решение.
Λ--1. Во-первых, покажем, как строить перевод выражений из опера-торной формы в аппликативную, то есть ищем функцию h′ такую,что h[x, y] = h′xy. Это получается следующим образом:

h = ε◦ < (Λh) ◦ p, q >;
h[x, y] = (εBC◦ < (Λh) ◦ p, q >)[x, y]

= εBC(< (Λh) ◦ p, q > [x, y])
= εBC [((Λh) ◦ p)[x, y], q[x, y]]
= εBC [(Λh)(p[x, y]), q[x, y]]
= εBC [((Λh)x), y]
= (((Λh)x)y) = Λ h x y
≡ h′ x y.
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Проделанные вычисления нуждаются в правильном приписыванииобъектам типов1. Следовательно, h′ x y = (Λh)x y.

Λ--2. Во-вторых, покажем, как строить перевод выражений из аппли-кативной в операторную форму, то есть ищем функцию k′ такую,что k x y = k′[x, y]. Это получается следующим образом:
k = Λ(ε◦ < k ◦ p, q >);
kxy = Λ(ε◦ < k ◦ p, q >)xy

= (λu.λv.(ε◦ < k ◦ p, q >)[u, v])xy
= ε◦ < k ◦ p, q > [x, y]
≡ k′[x, y].

Таким образом, k′ = ε◦ < k ◦ p, q > и Λk′ = k. Остается заме-тить, что через “=” обозначаем отношение η − ξ-конвертируемости:оно рефлексивно, симметрично и транзитивно. Следовательно, оноявляется отношением эквивалентности. Последнее обстоятельствопозволяет придти к заключению, что
( × → ) ∼= (→ (→ )),

где символ “∼=” читается как “изоморфно”.

1У выражения ((Λh)x) тип B → C. Выражению y приписан тип B. Выражение
(((Λh)x)y) получает тип C.
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Раздел 12
Каррирование
Теоретические сведения. В программировании часто приходится устана-вливать различие между понятием “оператор” и понятием “функция”.В первом случае руководствуются алгебраическими идеями, когда у вся-кого оператора заранее предполагается арность (известное число аргу-ментов, называемых операндами). Это число операндов известно заранее,и оно связано с самим видом конкретного оператора. Другое проявлениеоператорности -- это работа с функциями, которые хотя и имеют про-извольный характер, но для каждой из них также заранее известно чи-сло аргументов. Это старо-традиционная точка зрения на вычисленияи построение исчислений. В ее основе лежит относительное противо-поставление символа функции или оператора с одной стороны символамаргументов с другой стороны. Молчаливо предполагается, что объектыимеются, но они неравноправны: объекты-операторы используются поодним правилам, а объекты-операнды -- по другим. Наиболее часто ис-пользуемое предположение касается замещения одних объектов на другие.В рамках формализаций первого порядка операнды могут замещаться надругие объекты, а операторы обычно не могут. В этом состоит смыслограничения, накладываемого на подстановку в этих системах. Системыпервого порядка называют системами с ограниченным принципом сверты-вания, поскольку конкретно принятое определение операции подстановкиреализует идею свертывания.При работе с действительно произвольными функциями рассуждениео вычислениях приходится вести в терминах применения символа функциик соответствующему символу аргумента. Еще большая симметрия в тол-ковании функций и аргументов достигается, если считать их объектами-- без дополнительных оговорок, -- и исследование процесса вычисления
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свести к рассуждению о приложении (апплицировании) одного объекта кдругому. В этом случае на выполнение подстановки можно не накладыватьобременительных ограничений, что позволяет перейти к формализациямвысших порядков. Если порядок такой теории не ограничен, то это тео-рия с неограниченным принципом свертывания.Между обоими видами систем можно устанавливать различные свя-зи, проявляя потенциальные возможности и того, и другого подхода. Вчастности, зададимся вопросом, как средствами АВС (пользуясь опера-торами аппликации и абстракции) выразить содержательное предста-вление 2-местных, 3-местных, . . ., n-местных функций, трактуемых какоператоры. Воспользуемся следующими соглашениями об обозначениях:

[x, y] = λr.rxy, h : A × B → C,
CurryABC : (A × B → C)→ (A→ (B → C)).

Таким образом, h считается обычным двухместным оператором, аCurry- преобразованием из операторного вида в аппликативный 1:
CurryABC h = λxy.h[x, y],
λxy.h[x, y] : A→ (B → C).

Задача 12.1 Рассмотрим семейство функций h:
h2 : A × B → C,

h3 : A × B × C → D,

h4 : A × B × C × D → E,

. . . : . . . .Найти семейство отображений:
CurryABC , Curry(A×B)CD, Curry(A×B×C)DE , . . . ,

которые каррируют данные функции, то есть переводят их в ап-пликативный вид.
Решение. В качестве примера рассмотрим каррирование h3 и h4 .
Curry--1. Действительно, пусть h3 : (A × B) × C → D. Тогда

Λ(A × B)CDh3 = λxy.h3[x, y] : A × B → (C → D). Теперь мож-но считать, что Λ(A × B)CDh3 = h′2, и поэтому следующая идея
1В теоретических исследованиях вместо обозначения “Curry” часто исполь-зуется обозначение “Λ”; в дальнейшем будем использовать именно это последнееобозначение.
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состоит в подстановке вместо первой переменной - упорядоченнойпары переменных, то есть

ΛAB(C→ D)(Λ(A × B)CDh3) =
= λuv.(Λ(A × B)CDh3)[u, v]
= λuv.(λxy.h3[x, y])[u, v]
= λuv.(λy.h3[[u, v], y])
= λuvy.(h3[[u, v], y]) : A→ (B → (C → D))
= (ΛAB(C→ D) ◦ Λ(A×B)CD) h3.

Curry--2. Пусть теперь h4 : A×B×C×D → E, где предполагается,что A×B × C ×D = (A×B × C)×D = ((A×B)× C)×D.Тогда рассмотрим преобразование каррирования по шагам.
Шаг 1:

Λ((A×B)×C)DEh4 = λxy.h4[x, y] : ((A×B)× C)→ (D → E).

Шаг 2:
Λ((A×B)C(D→ E)(Λ((A×B)×C)DEh4) =
= λuv.(Λ((A×B)×C)DEh4)[u, v]
= λuvy.h4[[u, v], y] : A×B → (C → (D → E)).

Шаг 3:
ΛAB(C→ (D→ E)(λuvy.h4[[u, v], y]) =
= λxy.(λuvy.h4[[u, v], y])[x, y]
= λxyvy.h[[[x, y], v], y].

Обсуждая полученное в пунктах (Curry−1) и (Curry−2) решение,можно заметить, что функции каррирования имеют вид:
Λ(A×B×C)DE =

= ΛAB(C→ (D→ E)) ◦ Λ(A × B)C(D→ E) ◦ Λ(A×B)×C)DE .Для целей отыскания решения в общем случае перепишем это ра-венство в виде:
Λ(A1×A2×A3)A4B =

= ΛA1A2(A3→ (A4→ B)) ◦Λ(A1×A2)A3(A4→ B) ◦Λ((A1×A2)×A3)A4B.Остается самостоятельно получить соответствующее равенство для
n-местных функций2.

2Это выполняется индукцией по числу аргументных мест.
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Раздел 13
Оболочка Каруби
Теоретические сведения. Исследовательская работа в программированиичасто начинается с выбора объемлющей теории, то есть теории-оболочки,в которой удобно представлять и исследовать вновь разрабатываемыемеханизмы. При необходимости установления и поддержания системытипов возникает необходимость в использовании такой теории-оболочки,которая позволяет устанавливать и рассматривать различные идеи, каса-ющиеся типов. По всей вероятности, в оболочке лучше совсем отказатьсяот какой-либо априорной идеи типизации. Другими словами, приходитсяиметь дело с бестиповой теорией, и хорошим примером такого рода слу-жит бестиповое λ-исчисление.В настоящем разделе исследуется установление связи теоретико-ка-тегорных понятий с понятиями бестипового λ-исчисления. Пусть L - не-которое исчисления λ-конверсий. Оболочкой Каруби для L, обозначаемойчерез C(L), будем считать категорию, определяемую следующим образом.Положим a ◦ b = λx.a(bx) для a, b принадлежащих L, где “◦” - знаккомпозиции функций.

Множество объектов категории : {a ∈ L | a ◦ a = a}.Множество морфизмов : Hom(a, b) = {f ∈ L | b ◦ f ◦ a = f}.Тождественный изоморфизм : id a = a.Композиция морфизмов : f ◦ g.

Задача 13.1 Показать, что C(L) - категория. Предлагается этопроверить самостоятельно, выполнив согласование с какой-либо фор-мой определения категории.
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Уточнение формулировки задачи. Примем следующие определениянеобходимых для проведения исследования объектов. Напомним, чтов данном случае необходимость выполнения следующих равенствпредполагается заранее:

A = λx.A(A(x)) = A ◦ A, (A)
F = λx.B(f(A(x))) = B ◦ f ◦ A. (f)

1. Декартово произведение:
A × B = λuλz.z(A(u(λxλy.x)))(B(u(λxy.y))).

2. Проекция на первый и на второй элемент соответственно:
pAB = λu.(A × B)(u)(λxλy.x), pAB : A × B → A;
qAB = λu.(A × B)(u)(λxλy.y), qAB : A × B → B.

3. Спаривание функций:
< f, g >= λtλz.z(f(t))(g(t)) = λt.[f(t), g(t)],
f : C → A, g : C → B,< f, g >: C → (A × B).

4. Множество отображений (функциональное пространство):
(A→ B) = λf.B ◦ f ◦ A.

5. Аппликация (приложение функций к аргументу):
εBC = λu.C(u(λxy.x)(B(u(λxy.y)))),

εBC : (B → C) × B → C.

6. Функция каррирования, то есть перевода “обычных” функцийв аппликативный вид, названа в честь Х. Карри (Еще раз на-поминаем: часто эту функцию обозначают через “Curry”; вданном случае полагаем, что Curry ≡ Λ, то есть функциюкаррирования обозначаем через “Λ”):
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ΛABCh = λxλy.h(λz.z(x)(y)),

h : (A × B)→ C,ΛABCh : A→ (B → C).

Требуется доказать следующее:
• Свойства проекций:

pAB ◦ < f, g >= f, qAB ◦ < f, g >= g,

< pAB ◦ h, qAB ◦ h >= h.

• Пусть h : (A × B)→ C, k : A→ (B → C). Тогда
ε ◦ < (Λh) ◦ p, q >= h,

Λ(ε ◦ < k ◦ p, q >) = k,

где Λ = ΛABC , p = pAB, ε = εBC , q = qAB .
Решение. Доказательство сводится к проверке свойств введенныхобъектов.
C(L)--1. Заметим, что отображение h : (A × B) → C имеет переводв терм λ-исчисления, причем выполняется равенство:

h = λx.C(h((A × B)(x))),

где x = [x1, x2]. Это непосредственное следствие (f).
C(L)--2. Установим комбинаторную характеристику h:

h[x1, x2] = C(h((A × B)[x1, x2]))
= C(h(λz.z(A([x1, x2]K))(B([x1, x2](KI)))))
= C(h(λz.z(A x1)(B x2))) = C(h[A x1, B x2]).

Таким образом, h[x1, x2] = C(h[A x1, B x2]).
C(L)--3. Еще раз обратим внимание на необходимость учета следующихравенств:

x = λz.a(x(1 z)) = A ◦ x,
f = λz.B(f(A z)) = B ◦ f ◦ A,

где 1 = λy.y = I .
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C(L)--4. Нетрудно видеть (доказать самостоятельно !), что

(A × B) = λu.[A(u K), B(u(K I))],

где K = λxy.x, I = λx.x. Тогда непосредственной проверкой уста-навливается следующая комбинаторная характеристика декарто-ва произведения:
(A × B)[u, v] = λz.z(A([u, v]K))(B([u, v](K I)))

= λz.z(A u)(B v)
= [Au,Bv].

C(L)--5. Проверка свойств проекций приводит к следующим характери-стикам:
pAB([u, v]) = (A × B)[u, v]K = [Au,Bv]K = A u,
qAB([u, v]) = (A × B)[u, v](K I) = [A u,B v](K I) = B v.

C(L)--6. Рассматривая упорядоченную пару [f, x], покажем, как с помо-щью отображения εBC получить аппликацию f к x:
εBC([C ◦ f ◦ B,B ◦ x]) = εBC([f, x])

= C([C ◦ f ◦ B,B ◦ x]K(B([C ◦ f ◦ B,B ◦ x](K I))))
= C((C ◦ f ◦ B)(B(B ◦ x)))
= C(f(B x))
= (C ◦ f ◦ B)(x)
= f(x).

Отметим необходимость учета свойств композиции.1 По существу,далее будем обосновывать простое равенство: ΛABC hx y = h([x, y])(см. раздел 6, где определена функция каррирования).
C(L)--7. Пусть t представимо упорядоченной парой, то есть t = [t1, t2].Тогда

(ε ◦ < (Λ h) ◦ p, q >)t = ε[(Λ h)(p t), q t]
= ε[(λxy.h[x, y])(pt), qt]
= ε[(λxy.h[x, y])t1, t2]
= ε[λy.h[t1, y], t2]
= (λy.h[t1, y])t2
= h[t1, t2].

Получено характеристическое равенство:
ε ◦ < (Λ h) ◦ p, q >= h.

1Напомним, что C ◦ f = f, B ◦ x = x.
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C(L)--8. Установим теперь второе характеристическое равенство, где

#(t1) = A, #(t2) = B, #(t) = A × B, a t = [t1, t2], то есть
t представлено в виде упорядоченной пары; через “#” обозначаемфункцию “вычисления типа”:

Λ(ε ◦ < k ◦ p, q >)t1 t2 = (ε ◦ < k ◦ p, q >)([t1, t2])
= ε[k(p t), q t] = ε[kt1, t2]
= (λu.C(uK(B(u(K I)))))[k t1, t2]
= C(k t1(B(t2)))
= C(k t1 t2)
= k t1 t2.

Тем самым2 обосновано характеристическое равенство
Λ(ε ◦ < k ◦ p, q >) = k.

Все введенные равенства действительно имеют место, что завершаетдоказательство.Использование оболочки Каруби привлекает те же самые идеи,что и рассмотренные в разделе 10 при анализе функции list1. Дей-ствительно, λ-исчисление дает широкий спектр различных термов.Среди них отбираются только такие, на синтаксическую форму кото-рых наложены специальные ограничения. Совокупность этих огра-ничений, перечисленная в начале настоящего раздела, задает соотне-сение. В качестве теории-концепта (общая оболочка) выступает бе-стиповое λ-исчисление, рассматриваемое как теория вычислений. Врезультате ее применения к соотнесению получается теория-индивид,которая в свою очередь обладает свойствами оболочки. В частности,в ее рамках представим специальный класс вычислений -- катего-риальные вычисления. В данном случае вопрос о сравнении выра-зительных возможностей теории-концепта и теории-индивида имеетматематический характер.

2Следует учесть, что B(t2) = t2.
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Раздел 14
Произведение и проекции
Теоретические сведения. Задача погружения объектов одной теории в дру-гую возникает при рассмотрении содержательно заданных отображений,когда требуется осуществить их трансляцию в аппликативный (функци-ональный) язык.При выполнении настоящей работы требуется небольшой запас опреде-лений: K = λxy.x, I = λx.x, [x, y] = λr.rxy (упорядоченная пара).Формулировка задачи. Получить терм λ-исчисления, соответствую-щий декартову произведению n-объектов. Дополнительно устано-вить n термов, которые ведут себя как проекции. (Указание: для слу-чая n = 2 получаем

A0 ×A1 = λu.[A0(u K), A1(u(K I))],
π2

0 = λu.(A0 ×A1)(u)K,
π2

1 = λu.(A0 ×A1)(u)(K I).)

Решение.
× π--1. Прежде всего попытаемся отыскать закономерности в постро-ении терма.
× π--2. Рассмотрим случай n = 3.

A0 ×A1 ×A2 = (A0 ×A1)×A2

= λu.[(A0 ×A1)(u K), A2(u(K I))]
= λu.[(λv.[A0(v K), A1(v(KI))])(uK), A2(u(K I))]
= λu.[[A0((u K)K), A1((u K)(K I))], A2(u(K I))].
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Действительно, непосредственной проверкой можно убедиться, что

((A0 ×A1)×A2)[[x0, x1], x2] = [[A0(x0), A1(x1)], A2(x2)].

Для установления соответствующих проекций сформулируем сле-дующее утверждение (весьма простое) и выполним его проверку.Утверждение.
π3

0 = λu.(A0 ×A1 ×A2)(u)(K)(K),
π3

1 = λu.(A0 ×A1 ×A2)(u)(K)(K I),
π3

2 = λu.(A0 ×A1 ×A2)(u)(KI).

Проверка.
π3

0 [[x0, x1], x2] = [[x0, x1], x2]K K
= K[x0, x1]x2K
= [x0, x1]K
= x0;

π3
1 [[x0, x1], x2] = [[x0, x1], x2]K(K I)

= K[x0, x1]x2(K I) = x1;
π3

2 [[x0, x1], x2] = [[x0, x1], x2](K I)
= (KI)[x0, x1]x2 = I x2 = x2.

Действительно, для определенного ранее вида произведения объек-ты π3
j , j = 0, 1, 2 ведут себя как проекции.

× π--3. Рассмотрим случай n = 4.
A0 ×A1 ×A2 ×A3 = (A0 ×A1 ×A2)×A3

= λu.[(A0 ×A1 ×A2)(u K), A3(u(K I))]
= λu.[[[A0(((u K)K)K), A1(((u K)K)(K I))],

A2((u K)(K I))], A3(u(K I))].

Утверждение.
π4

0 = λu.(A0 ×A1 ×A2 ×A3)(u)(K)(K)(K),
π4

1 = λu.(A0 ×A1 ×A2 ×A3)(u)(K)(K)(K I),
π4

2 = λu.(A0 ×A1 ×A2 ×A3)(u)(K)(K I),
π4

3 = λu.(A0 ×A1 ×A2 ×A3)(u)(K I).

Проверка.
π4

0 [[[x0, x1], x2], x3] = [[[x0, x1], x2], x3]K K K = x0,
π4

1 [[[x0, x1], x2], x3] = [[[x0, x1], x2], x3]K K(K I) = x1,
π4

2 [[[x0, x1], x2], x3] = [[[x0, x1], x2], x3]K(K I) = x2,
π4

3 [[[x0, x1], x2], x3] = [[[x0, x1], x2], x3](K I) = x3.
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Перейдем теперь к обобщению произведения.Обобщение. По индукции можно доказать, что:

π1
0 = I, π0 = λy.y K, π1 = λy.y(K I);
πn+1
n = λy.y(K I), i ≤ 1; πn+1

j = πnj ◦ π0, 0 ≤ j ≤ n− 1.

Выполнить доказательство самостоятельно.Указание к доказательству обобщения. Частные случаи:
n = 1 (упорядоченные 2-ки).
π2

1 = π1, π
2
0 = π1

0 ◦ π0 = I ◦ π0 = π0.
n = 2 (упорядоченные 3-ки).
π3

2 = λy.y(KI) = π1,
π3

1 = π2
1 ◦ π0 = π1 ◦ π0,

π3
0 = π2

0 ◦ π0 = π1
0 ◦ π0 ◦ π0.

n = 3 (упорядоченные 4-ки).
π4

3 = π1,
π4

2 = π3
2 ◦ π0 = π1 ◦ π0,

π4
1 = π3

1 ◦ π0 = π2
1 ◦ π0 ◦ π0 = π1 ◦ π0 ◦ π0,

π4
0 = π3

0 ◦ π0 = π2
0 ◦ π0 ◦ π0

= π1
0 ◦ π0 ◦ π0 ◦ π0 = π0 ◦ π0 ◦ π0.

Частные случаи проекций декартова произведения в преобразован-ном виде:
n = 2.

π2
1 = λy.y(K I),
π2

0 = λy.y K.
n = 3.

π3
2 = λy.y(KI),
π3

1 = λy.π1(π0 y)
= λy.π1(y K)
= λy.(y K)(K I),

π3
0 = λy.π0(π0 y)

= λy.π0(y K)
= λy.(yK)K.

n = 4.
π4

3 = λy.y(KI),
π4

2 = λy.π1(π0 y) = λy.π1(y K) = λy.(y K)(K I),
π4

1 = λy.π1(π0(π0 y)) = λy.π1(π0(y K))
= λy.π1((y K)K) = λy.y((y K)K)(K I),

π4
0 = λy.π0(π0(π0 y)) = λy.π0(π0(y K))

= λy.π0((y K)K) = λy.y((y K)K)K.
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Неформальное обсуждение решенной задачи сводится к следующимсоображениям. Упорядоченныеn-ки широко распространены, в част-ности, из них конструируются отношения реляционной базы данных.Напомним, что язык манипулирования данными реляционных си-стем управления базами данных рассматривает совокупности n-ок ввиде самостоятельных объектов, называемых отношениями. Частоиспользумый запрос к базе данных состоит в усечении имеющихсяотношений и может быть сведен к операциям проекции. Для выпол-нения этих операций нужен уже реализованный язык запросов.В данном случае в качестве системы программирования исполь-зуется АВС. Более точное рассуждение преполагает оговорки, что вкачестве системы-оболочки используется оболочка Каруби (см. раз-дел 13). В рамках этой оболочки построены объекты-произведения иобъекты-проекции. В свою очередь они состоят из объектов-комби-наторов. Программирование выполнено полностью в терминах объ-ектов.



Раздел 15
Погружение LISP в ABC
Теоретические сведения. Одна из наиболее трудных проблем при разра-ботке пользовательского (языкового) интерфейса состоит в правильномвстраивании приложения в программную среду. Как известно, ее решениюспособствует объектно-ориентированное программирование. На практи-ке определяется специальный набор классов, экспортирующий методы дляприкладных программ.В математике такой прием известен под названием погружения, ко-гда в объемлющей теории, называемой метатеорией, строятся объекты,совокупность которых составляет встроенную теорию. Метатеория вы-ступает в роли оболочки, а объекты встроенной теории могут адапти-роваться по мере необходимости, причем не происходит выхода за рамкиметатеории. Рассмотрим использование этого приема на примере. В ка-честве метатеории используем бестиповую комбинаторную логику. Будемсчитать ее оболочкой объектов. В качестве встроенной теории построимсистему объектов вместе с их характеристическими равенствами, кото-рые реализуют интерфейс LISP , то есть образуют функционально пол-ный универсум рассуждений о списках и атомах. Под списком объектов,как обычно, понимаем конечную последовательность объектов, среди ко-торых могут быть другие списки.Язык LISP , или ЛИСП, является, по существу бестиповым языком.Его основные конструкции совпадают с конструкциями бестипового λ-исчисления. Хорошо известно, что эти конструкции выразимы средства-ми комбинаторной логики. Целью настоящего исследования является уста-новление комбинаторных характеристик некоторых функций языка про-граммирования.Воспользуемся η−ξ-исчислением λ-конверсий. Приведем постулаты, зада-
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ющие отношение конвертируемости “conv” (обозначаемое знаком “=”):

(α) λx.a = λz.[z/x]a, (β) (λx.a)b = [b/x]a,

(ν)
a = b

ac = bc
, (µ)

a = b

ca = cb
,

(τ)
a = b; b = c

a = c
(σ)

a = b

b = a
(ρ) a = a

(η) λx.bx = b, x 6∈ b. (ξ)
a = b

λx.a = λx.bФормулировка задачи. Выразить с помощью комбинаторов следую-щий набор функций LISP -системы:
{Append, Nil, Null, List, Car, Cdr}. (LISP )

Уточненная формулировка задачи.
• Рассмотрим свойства этих функций языка LISP .

. ФункцияAppend осуществляет конкатенацию двух спис-ков. Эта функция обладает свойством ассоциативности:
A _ B _ C = (A _ B) _ C, (Append)

где A, B, C - произвольные списки, знак “_” - инфикс-ная форма записи функции Append.
. Пустой список обозначается как <> и эквивалентен обь-екту Nil. Очевидно, что

A _<>=<>_ A = A. (Nil), (<>)

. Функция Null распознает пустой список:
Null A = 1, если A = Nil,

Null A = 0, в противном случае.
}

(Null)

. Функция List строит из атома список длины 1:
Listx =< x >, (List)

где x - атом, < x1, x2, . . . , xn > - список длины n.
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. Функция Car выбирает первый элемент списка:

Car < x1, x2, . . . , xn >= x1. (Car)

. Функция Cdr убирает первый элемент из списка:
Cdr < x1, x2, . . . , xn >=< x2, . . . , xn > . (Cdr)

• На основании этих свойств сформулируем следующие схемыаксиом:
Append a (Append b c) = Append(Append a b)c, (15.1)

Append Nil a = Append a Nil, (15.2)
Null Nil = 1, (15.3)

Null(Append(List a)b) = 0, (15.4)
Car(Append(List a)b) = a, (15.5)
Cdr(Append(List a)b) = b, (15.6)

где a, b, c - произвольные обьекты.
• Докажем, что аксиомы (15.1)-(15.6) выводимы в η−ξ -исчислении
λ -конверсии.

Решение. Осуществим последовательный перевод содержательныхравенств (15.1)-(15.6) в термы и формулы комбинаторной логики.
LISP --1. Покажем, что функции Append соответствует обьект B скомбинаторной характеристикой (B) : Babc = a(bc) (схема акси-ом (15.1) ):

Ba(Bbc)x = a(Bbcx) (по схеме (B))
= a(b(cx)) (по схеме (B))
= Bab(cx) (по схеме (B))
= B(Bab)cx. (по схеме (B))

Учитывая правило транзитивности (τ), имеем:
Ba(Bbc)x = B(Bab)cx.

В η − ξ-исчислении доказуемо, что для переменной x:
z1x = z2x

z1 = z2
,
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или, в линейной записи, z1x = z2x ⇒ z1 = z2, то есть, полагая
z1 = Ba(Bbc) и z2 = B(Bab)c, получаем следующее:

(1) z1x = z2x⇒ λx.z1x = λx.z2x, ( по (ξ))
(2) λx.z1x = z1, ( по (η))
(3) z1 = λx.z1x, ( по (σ), (2))
(4) λx.z2x = z1, ( по (τ), (1), (3))
(5) z2 = λx.z2x, ( по (η))
(6) z1 = z2. ( по (τ), (4), (5))

Итак, схема аксиом (15.1) доказана.
LISP --2. Докажем схему аксиом (15.2), принимая, что Nil ↔ I выпол-няется1, причем (I) : Ia = a.

BIax = I(ax) ( по (B))
= ax ( по (I))
= a(Ix) ( по (I))
= BaIx. ( по (B))

Поскольку BIax = BaIx, то BIa = BaI . Это заключение устана-вливается приемом, аналогичным примененному в ходе обоснованияпредыдущей аксиомы. Поскольку он будет применяться достаточ-но часто, то специально сформулируем соответствующее правило:
(ν−1) :

ux = vx

u = v

Это правило, как оказалось, работает в случае, когда x является пе-ременной. Если сопоставить его с одним из правил монотонности(ν ), то можно заметить, что посылка и заключение в нем поменя-лись местами. На этом основании (в случае, когда x - переменная)это правило (ν−1) может быть названо “правило обращения моно-тонности”.
LISP --3. Перепишем схему аксиом (15.3) в виде 1 = Null Nil (по правилу(σ )), где Nil = I, 1 - нумерал, комбинаторная характеристикакоторого имеет вид 1ab = ab, или в терминах λ -исчисления, 1 =

λxy.xy. Заметим, что
(D) : Dabc = cab,
(0) : 0ab = b, или 0↔ λxy.y.

1знак “↔” обозначает взаимно однозначное соответствие.
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Следует учесть, что KI ↔ 0 , то есть KI = 0 . Теперь найдемобьект, соответствующий функции Null:

1 = λxy.xy ( по определению 1)
= λx.x ( вывод λxy.xy = λx.x несложен)
= I ( по определению I)
= KI(K(K0)) ( по схеме (K))
= I(KI)(K(K0)) ( по схеме (I))
= D(KI)(K(K0))I ( по схеме (D))
= D0(K(K0))I. ( по схеме (0))

Сравнивая полученное выражениеD0(K(K0))I = 1 и схемуNull Nil =
I (или, более строго, схемуNull Nil = 1 ), получаем чтоD0(K(K0))I ↔
Null Nil.

LISP --4. Проведем следующие преобразования:
0 = K0(b0) ( по схеме (K))

= K(K0)a(b0) ( по схеме (K))
= Da(b0)(K(K0)) ( по схеме (D))
= B(Da)b0(K(K0)) ( по схеме (B))
= D0(K(K0))(B(Da)b). ( по схеме (D))

Сравним полученное выражение D0(K(K0))(B(Da)b) = 0 со схе-мой аксиом (15.4): Null(Append(List a)b) = 0 . Если учесть, что
D0(K(K0))↔ Null, B ↔ Append, то D ↔ List.

LISP --5. Аналогично, как и в предыдущем пункте, найдем объект, соот-ветствующий функции Car:
a = Ka(bc) ( по схеме (K))

= Da(bc)K ( по схеме (D))
= B(Da)bcK ( по схеме (B))
= DcK(B(Da)b). ( по схеме (D)).

Очевидно, что DcK ↔ Car.
LISP --6. Тем же способом получим обьект соответствующий Cdr:

bz = I(bz) ( по схеме (I))
= KIa(bz) ( по схеме (K))
= Da(bz)(KI) ( по схеме (D))
= B(Da)bz(KI) ( по схеме (B))
= (λxy.xy(KI))(B(Da)b)z. ( по постулатам (β), (σ))
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Поскольку bz = (λxy.xy(K I))(B(Da)b)z, то (λxy.xy(K I))(B(Da)b) =
b для переменной z (применяется правило обращения монотонно-сти), то есть λxy.xy0↔ Cdr.

Ответ. Итоги представления основных функций системы програм-мирования LISP приведем в виде таблицы соответствия:
No Функция LISP Объект комбинаторной логикип/п или λ -исчисления1 Append B2 Nil I3 Null D0(K(K0))4 List D5 Car DcK6 Cdr λxy.xy0

Решение поставленной задачи, безусловно, выполнено методом по-гружения. Переформулируем его в терминах объектов.Система равенств (15.1)-(15.6) в совокупности рассматриваетсякак соотнесение, для которого индивидуализируется теория-оболочка.Теория-оболочка представляется собой концепт, а результат индиви-дуализации будет зависеть от выбора концепта. В качестве оболочкивыберем, например, η− ξ-исчисление λ-конверсий. Тогда каждый изобъектов-концептовAppend, Nil, Null, List, Car, Cdr в результа-те выполнения соотнесения даст соответствующий объект-индивид
B, I, D0(K(K0)), D, DcK, λxy.xy0. Объекты-индивиды образу-ют теорию-индивид, которая представляет собой языкLISP (и явля-ется оболочкой). У η − ξ-исчисления λ-конверсий проявляется одназамечательная особенность: как объекты-концепты, так и объекты-индивиды относительно соотнесения (15.1)-(15.6) остаются в рамкаходного и того же универсума.



Раздел 16
Суперкомбинаторы
Теоретические сведения. Имеется два подхода к применению суперкомби-наторов для реализации аппликативных языков программирования. Припервом их них программа компилируется посредством фиксированного на-бора суперкомбинаторов (в неоптимизированном варианте - S,K, I) с за-ранее известными определениями. Сначала остановимся на втором под-ходе, при котором определения суперкомбинаторов генерируются самойпрограммой в процессе компиляции.

16.1 Понятие о суперкомбинаторе
Определение 16.1 Суперкомбинатор $S арности n представляетсобой ламбда-выражение (абстракцию) вида:

[x1].[x2]....[xn].E,

где E не является абстракцией. Таким образом, все “ведущие” сим-волы абстракции [·]. относятся только к x1, x2, . . . , xn, при этомвыполняются условия:(1) $S не содержит свободных переменных;(2) каждая абстракция в E является суперкомбинатором;(3) n ≥ 0, то есть наличие символов “[·].” не обязательно.
Суперкомбинаторный редекс это аппликация суперкомбинатора к nаргументам, где n - его арность. Подстановка аргументов в тело су-
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перкомбинатора вместо свободных вхождений соответсвующих фор-мальных параметров называется редукцией суперкомбинатора. Мож-но вспомнить обычное определение комбинатора и произвести срав-нение. Другими словами, можно сказать, что комбинатор - это такаяламбда-абстракция, которая не содержит вхождений свободных пе-ременных. Некоторые ламбда-выражения являются комбинаторами,а некоторые комбинаторы являются суперкомбинаторами.
Пример 16.1 Выражения

3, + 2 5, [x].x, [x].+ x x, [x].[y].xy

представляют собой суперкомбинаторы.
Пример 16.2 Приводимые термы не являются суперкомбинатора-ми:

[x].y (переменная y входит свободно),
[y].− y x (переменная x входит свободно).

Пример 16.3 Терм [f ].f([x].f x 2) является комбинатором, так каквсе переменные (f и x) связаны, но не являются суперкомбинато-ром, поскольку во внутренней абстракции переменная f свободнаи нарушается пункт (2) определения 16.1. В соответствии с этимопределением комбинаторы S,K, I,B,C являются суперкомбина-торами. Следовательно, представленная в теории категориальныхвычислений SK-машина реализует один из методов использованиясуперкомбинаторов.
Суперкомбинаторы арности 0 считаются константными апплика-тивными формами (КАФ).
Пример 16.4 Выражения:а) 3,б) + 4 6,в) + 2являются КАФ.
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Пункт в) показывает, что КАФ может быть функцией, хотя и не со-держит абстракций. Поскольку в КАФ нет символа абстракции, дляних код не компилируется.
Упражнение 16.1 Показать, что следующие выражения являютсясуперкомбинаторами: 1 0, [x].+ x 1, [f ].([x].+ x x).

Упражнение 16.2 Объясните, почему следующие выражения не явля-ются суперкомбинаторами: [x].x y z, [x].[y].+ (+ x y)z.

Упражнение 16.3 Привести пример комбинатора, не являющегосясуперкомбинатором.
16.2 Процесс компиляции
Реальные программы содержат значительное число абстракций. Про-грамму следует преобразовать таким образом, чтобы она содержалатолько суперкомбинаторы. Согласимся с тем, что имена суперкомби-наторов будут начинаться с символа “$”, например:

$XY = [x].[y].− y x.

Для того, чтобы подчеркнуть особенности суперкомбинаторов, пе-репишем это определение в виде:
$XY x y = − y x.

Избираемая стратегия заключается в преобразовании абстракции,которую следует откомпилировать, в:(i) совокупность суперкомбинаторных определений,(ii) вычисляемое выражение.Будем изображать это посредством:
Определения суперкомбинаторов. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Вычисляемое выражение
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Пример 16.5 Выражение ([x].[y].− y x)3 4 представимо в виде:

$XY x y = − y x

$XY 3 4

Пример 16.6 Выражение ($XY 3) не является редексом и не можетбыть вычислено. Таким образом, определения суперкомбинаторовзадаются в виде набора правил перезаписи. Редукция заключается вперезаписи выражения, которое совпадает с левой частью правила,заменяя его на выражение, стоящее в правой части. Такие системысчитаются системами перезаписи термов.
Упражнение 16.4 Можно ли вычислить выражения:

$XY 5, $XY 5 7, $XY 3 4 7 ?

16.3 Приведение к суперкомбинаторам
Суперкомбинаторы легко компилируются. Опишем алгоритм пре-образования абстракций в комбинаторы. Рассмотрим программу, несодержащую ни одного суперкомбинатора: ([x].([y]. + y x)x)4. Вы-берем самую внутреннюю абстракцию, то есть такую абстракцию,которая не содержит других абстракций: ([y]. + y x). В нее входитсвободная переменная x, поэтому эта абстракция не является супер-комбинатором.(1) С помощью простого преобразования (обычной β-редукции)получим суперкомбинатор ([x].[y].+ y x)x.(2) Подставим его в исходную программу: ([x].([w].[y].+ y w)xx)4.(3) Присвоим суперкомбинатору имя $Y .(4) Теперь видно, что [x].-абстракция тоже является суперкомби-натором. Дадим ему имя $X (скомпилируем абстракцию) и сопоста-вим его скомпилированному коду:

$Y w y = + y w

$X x = $Y x x

$X 4
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Можно выполнить полученную программу, осуществляя редукциюсуперкомбинаторов: $X 4⇒ $Y 4 4 = + 4 4 = 8. Таким образом,алгоритм преобразования абстракций в суперкомбинаторы приобре-тает следующий вид:ЦИКЛ while:есть абстракции,(1) выбрать любую абстракцию, не содержащую других абстрак-ций,(2) вынести все свободные в этой абстракции переменные в ка-честве экстрапараметров,(3) абстракции приписать некоторое имя (например, $X34),(4) заменить вхождение абстракции в программу на имя супер-комбинатора, которое приложено к свободным переменным,(5) произвести компиляцию абстракции и скомпилированномукоду сопоставить имя,ВСЕ-whileВ ходе преобразования объем программы возрос. Это является свое-образной платой за простоту правил редукции. Заметим, что проце-дура преобразования приводит исходную программу к виду:

. . . . определения суперкомбинаторов . . . .
EПоскольку выражениеE является вычисляемым выражением самоговысокого уровня, то оно не содержит свободных переменных. Егоможно считать суперкомбинатором арности 0, то есть КАФ:
. . . . определения суперкомбинаторов . . . .
$Prog = E

$Prog

Процесс преобразования абстракций в суперкомбинаторы называ-ется ламбда-подъемом, поскольку все абстракции поднимаются наверхний уровень.
Упражнение 16.5 Преобразовать и выполнить программы:1) ([x].([y].− y x)x)5,2) ([z].+ z(([x].([y].× y x)x)4))2.
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16.4 Устранение избыточных параметров
Рассмотрим простую оптимизацию алгоритма ламбда-подъема. Пустьимеется выражение: [x].[y].− y x. Хотя оно и является суперкомби-натором, применим к нему алгоритм ламбда-подъема.(1) Выберем самую внутреннюю абстракцию [y].− y x. Перемен-ная x входит в нее свободно. Вынесем ее в качестве экстрапараметра:
([x].[y].− y x)x. Положим: $Y = [x].[y].− y x. Таким образом:

$Y x y = − y x

[x].$Y x

(2) Пусть $X = [x].$Y x. Тогда имеем:
$Y x y = − y x
$X x = $Y x

$X

(3) В данном случае определение $X упрощается до $X = $Y(в силу η-редукции). Таким образом, суперкомбинатор $X являетсяизбыточным и может быть заменен на $Y :
$Y x y = − y x

$Y

В результате оказывается, что имеется две оптимизации:1) устранение избыточных параметров из определений с помо-щью η-редукции,2) удаление избыточных определений.

16.5 Упорядочивание параметров
Во всех рассмотренных выше программах порядок вынесения пе-ременных как экстрапараметров был произвольным. Например, рас-смотрим программу:
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(. . .
([x].[z].+ y(×x z))
. . .),

где “. . . ” указывает на объемлющий [x].-абстракцию контекст. На-чнем выполнять алгоритм ламбда-подъема.(1) Выберем самую внутреннюю абстракцию [z].+ y(×x z). Этаабстракция не является суперкомбинатором, так как содержит двесвободные переменные x и y. На следующем шаге алгоритма сле-дует вынести свободные переменные в качестве экстрапараметров.Возникает вопрос, в каком порядке располагать переменные: можносначала поместить x, а затем y, а можно - сначала y, затем - x. Вы-полним оба варианта.Вариант 1.(2) Вынесем переменные, расположив их в порядке x, y:
([x].[y].[z].+ y(×x z))x y.(3) Присвоим полученному суперкомбинатору имя
$S = ([x].[y].[z].+ y(×x z)).(4) Подставим $S в исходную программу:

$S x y z = + y(×x z)

(. . .
([x].$S x y)
. . .)

Выражение [x].$S x y не является суперкомбинатором, поэтому кнему, в свою очередь, следует применить алгоритм ламбда-подъема.(2) Вынесем свободную переменную y:
([y].[x].$S x y)y.(3) Присвоим суперкомбинатору имя $T y x = $S x y.(4) Подставим комбинатор в программу:

$T y x = $S x y

$T y.
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Вернемся к основному алгоритму, в котором теперь получаем:
$S x y z = + y(×x z)
$T y x = $S x y
(. . . $T y . . .).Вариант 2.(2) Вынесем переменные, расположив их в порядке y, x:
([y].[x].[z].+ y(×x z))y x.(3) Присвоим полученному суперкомбинатору имя
$S = ([y].[x].[z].+ y(×x z)).(4) Подставим $S в исходную программу:

$S y x z = + y(×x z)

(. . .
([x].$S y x)
. . .).

Выражение [x].$S y x не является суперкомбинатором, посколькусодержит свободную переменную y. Применим к [x].$S y x алгоритмподъема.(1) Самая внутренняя абстракция совпадает с программой.(2) Вынесем переменную y : ([y].[x].$S y x)y.(3) Присвоим суперкомбинатору имя $T = [y].[x].$S y x.(4) Подставим комбинатор в программу:
$T y x = $S y x

$T yВернемся к основному алгоритму. Получим:
$S x y z = + y(×x z)
$T y x = $S y x

(. . . $T y . . .)

В соответствии с правилом устранения избыточных параметров (см.подраздел 16.4) получаем: $T = $S, поэтому $T можно устранить.Тогда скомпилированный код примет вид:
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$S y x z = + y(×x z)

$S y

В первом варианте такая оптимизация невозможна. В исходной про-грамме (. . . ([x].[z]. + y(×x z)) . . .) имеются две связанные пере-менные: x и z. Во втором варианте произведено упорядочиваниесвободных переменных на шаге (2) так, что в полученном супер-комбинаторе связанные в программе переменные x и z стоят послед-ними: $S y x z. Только в этом случае код можно оптимизировать.Таким образом, свободные переменные необходимо упорядочиватьтак, чтобы связанные переменные оказались последними в спискепараметров суперкомбинатора.С каждой абстракцией связывается лексический номер уровня, кото-рый определяется числом объемлющих ее символов абстракции.
Пример 16.7 В выражении ([x].[y].+ x(×y y)) оператор [x].-абст-ракции находится на уровне 1, а [y].-абстракция -- на уровне 2.
Сформулируем правила, позволяющие устанавливать лексическийномер уровня:1) лексический номер абстракции на единицу больше числа объ-емлющих ее абстракций; если таких абстракций нет, то номер равен1, 2) лексический номер переменной - это номер абстракции, свя-зывающей данную переменную; если номер x меньше номера y, тоговорят, что x свободнее y,3) лексический номер константы равен 0.Для того, чтобы повысить возможность оптимизаций, экстрапараме-тры следует отсортировать по возрастанию их лексических номеров.

16.6 Ламбда-подъем при рекурсии
Заметим, что ламбда-абстракции, как правило, не имеют имен. В от-личие от них суперкомбинаторы имеют имена. Помимо этого супер-комбинаторы могут ссылаться сами на себя. Это означает, что рекур-сивные суперкомбинаторы реализуются непосредственно, без при-
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влечения комбинатора неподвижной точки Y . Конечно, рекурсивныеопределения можно преобразовать в нерекурсивные, воспользовав-шись Y , но это потребует введения в употребление дополнительныхправил.
Пример 16.8 Для того, чтобы $F стал нерекурсивным, следует вве-сти определения:

$F = Y $F1
$F1 E x = $G(F (− x 1))0.

}
(∗)

Дополнительное определение помечено символом “*”. Поскольку Yнеобходимо редуцировать, то такое определение $F потребует боль-ше редукций, чем рекурсивная версия.
Обозначение:

$S1 x y = B1
$S2 f = B2
. . .

E

эквивалентно выражению:
letrec

$S1 = [x].[y].B1
$S2 = [f ].B2

. . . .

in

E.
Оно означает, что в E входят $S1, $S2, . . . , рекурсивные опреде-ления которых приведены в letrec. Алгоритм ламбда-подъема рабо-тает точно так же, как и ранее: выражения, встречающиеся в letrec,понимаются так же, как и любые другие выражения. Тем не менеевозникает вопрос, какой лексический номер уровня следует припи-сать переменным, связанным в letrec. Поскольку такие переменныеозначиваются, когда непосредственно объемлющая абстракция при-кладывается к аргументу, то их лексический номер совпадает с но-мером данной абстракции. Если же объемлющей абстракции нет, то
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лексический номер равен 0. Такой номер приписывается константами суперкомбинаторам. Внутри letrec, у которого нет абстракций, неможет быть никаких свободных переменных, кроме тех переменных,которые уже определены в letrec. Такой letrec является комбинато-ром. Для того, чтобы превратить его в суперкомбинатор, необходимовыполнить ламбда-подъем, устраняющий все внутренние абстрак-ции. Переменные, связанные в letrec уровня 0, не будут выноситьсякак экстрапараметры, поскольку константы (напомним, что они име-ют уровень 0) не выносятся.
Пример 16.9 Приведем программу, дающую бесконечный список еди-ниц:

letrec x = cons 1 x
in x

В этой программе letrec находится на уровне 0, и абстракций нет,поэтому x уже является суперкомбинатором:
$x = cons 1 x

$x

Пример 16.10 Рассмотрим рекурсивную функцию вычисления фак-ториала:

letrec fac = [n].IF (= n 0)1 (× n (fac(− n 1)))
in fac 4

В данном случае letrec имеет номер 0 и внутри [n].-абстракций нет.Следовательно, fac является суперкомбинатором:
$fac n = IF (= n 0)1(×n(fac(− n 1)))
$Prog = $fac 4

$Prog

Упражнение 16.6 Скомпилировать программу:
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let inf = [v].(letrec vs = cons v vs in vs)in inf 4
Указание: let означает, что в выражении inf 4 функция inf имеетопределение, указанное в let. Функция inf v возвращает бесконеч-ный список символов v.
16.7 Работа алгоритма ламбда-подъема
Рассмотрим программу, суммирующую первые 100 целых чисел:

SumInts m = sum(count 1)
where

count n = [], n > m

= n : count(n+ 1)
sum [] = 0
sum (n : ns) = n + sum ns

SumInts 100

SumInts представляет собой композицию функций sum и count:сначала функция count применяется к 1, а затем ее результат посту-пает на вход функции sum. Функция count работает следующимобразом:
count 1 = 1 : count 2 (так как n = 1, m = 100,и условие n > m не выполняется)

= 1 : 2 : (count 3) (вычисляется count 2)
. . .

= 1 : 2 : . . . : 100 : (count 101)
= 1 : 2 : . . . : 100 : [] (поскольку

n = 101,m = 100, то n > m, и (count 101 = []))

Теперь список 1 : 2 : 3 : . . . : 100 : [] передается функции sum.Во втором определяющем равенстве для sum аргумент (n : ns) обо-
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значает список, в котором первым элементом является число n, а“хвостом” - список чисел ns :

sum 1 : 2 : 3 : . . . : 100 : [] = 1 + sum 2 : 3 : . . . : 100 : []
. . .

= 1 + 2 + 3 + . . .+ 100 + sum[]
= 1 + 2 + 3 + . . .+ 100 + 0 (так как sum [] = 0)

Запишем эту функцию в терминах абстракций с использованием
letrec:

letrec

SumInts

[m].letrec
count = [n].IF (> n m)NIL

(cons n (count(+ n 1)))
in sum(count 1)

sum

= [ns].IF (= ns NIL)0(+(head ns)
(sum(tail ns)))

in SumInts 100

В данном случае: NIL - пустой список [], head - функция, воз-вращающая первый элемент списка, tail - функция, возвращающаяхвост списка (список без первого элемента). Переменные SumIntsи sum имеют номер 0, однако SumInts содержит внутреннюю [n].-абстракцию со свободными переменными m и count. Необходимовыполнить алгоритм ламбда-подъема и “поднять” эти переменные.(1) Внутренняя абстракция имеет вид:
[n].IF (> n m)NIL(cons n(count(+ n 1))).(2) Вынесем переменные count иm в указанном порядке (так каксвязанная в исходной программе переменная m должна находитьсяна последнем месте):

([count].[m].[n].IF (> n m)NIL

(cons n (count(+ n 1))))count m.
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(3) Полученному суперкомбинатору присвоим имя $count

$count count m n = IF (> n m)NIL

(cons n(count (+ n 1))).

(4) Заменим вхождение [n].-абстракции в программу на $count countmn :

$count count m n = IF (> n m) NIL
(cons n (count (+ n 1)))

letrec

SumInts

= [m].letrec
count = $count count m

in sum (count 1)
sum = [ns].IF (= ns NIL)0

(+(head ns)(sum(tail ns)))
in SumInts 100

(5) В выражениях SumInts и sum нет внутренних абстракций, ихуровень равен 0, поэтому они являются суперкомбинаторами. Непо-средственно применяя к ним подъем и добавляя суперкомбинатор
$Prog, получим окончательный результат:

$count count m n = IF (> n m)NIL
(cons n(count(+ n 1)))

$sum ns = IF (= ns NIL)0(+(head ns)
($sum(tail ns)))

$SumInts m = letrec count = $count count m
in $sum (count 1)

$Prog = $SumInts 100

$Prog

Упражнение 16.7 Скомпилировать программу, которая приклады-вает функцию f = КВАДРАТ к каждому элементу списка целыхчисел от 1 до 5:
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apply m = fold КВАДРАТ (constr 1)
where constr n = [], n > m

= n : constr(n+ 1)
fold f [] = []
fold f(n : ns) = fn : fold f ns

16.8 Другие способы ламбда-подъема
Представленная в предыдущих подразделах методика не являетсяединственным способом ламбда-подъема рекурсивных функций. Су-ществует алгоритм, который строит суперкомбинаторы для структурданных, а не для функций. Этот алгоритм работает следующим обра-зом. Пусть имеется программа, содержащая рекурсивную функцию
f со свободной переменной v:

(. . .
letrec f = [x].(. . . f . . . v

. . .)
in (. . . f . . .)

. . .)

По f строится рекурсивный суперкомбинатор $f , однако при этомабстрагируется не сама функция f , а переменная v: все вхождения vзамещаются на $f v. В результате замещения получаем:

$f v x = . . . ($f v) . . . v . . .
(. . .

(. . . ($f v) . . .)
. . .)

Посмотрим, как работает данный алгоритм на примере из подраздела16.6. Исходная программа имеет вид:
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letrec

SumInts

[m].letrec
count = [n].IF (> n m)NIL

(cons n (count(+ n 1)))
in sum (count 1)

sum

= [ns].IF (= ns NIL) 0 (+(head ns)
(sum(tail ns)))

in SumInts 100

Поднимем [n].абстракцию, абстрагируя свободную переменную m,но не count, и заменим все вхождения count на ($count m):

$count m n = IF (> n m)NIL(cons n($count m (+ n 1)))
letrec

SumInts = [m].sum($count m 1)
sum = [ns].IF (= ns NIL)0(+(head ns)

(sum(tail ns)))
in

SumInts 100

В исходной программе имеется два обращения к count: в [n].- аб-стракции и в определении SumInts; оба эти обращения замененына ($count m). Теперь видно, что и SumInts, и sum являются су-перкомбинаторами, поэтому можно выполнить их ламбда-подъем:
$count m n = IF (> n m)NIL(cons n($count m (+ n 1)))
$sum ns = IF (= ns NIL)0(+(head ns)($sum(tail ns)))
$SumInts m = sum ($count m 1)
$Prog = $SumInts 100

$Prog
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Основное преимущество этого метода по отношению к предыдуще-му заключается в следующем. В примере из подраздела 16.6 рекур-сивное обращение к $count в суперкомбинаторе $count осуществля-лось через его параметр, названный count. В новом методе выполня-ется вызов самого суперкомбинатора $count непосредственно. По-строенный на этом методе компилятор работает более эффективно.
Упражнение 16.8 Выполнить предложенным методом компиляциюпрограммы из упражнения 16.7.
16.9 Полная ленивость
Рассмотрим функцию f = [y]. + y (sqrt 4), где sqrt -- функ-ция извлечения квадратного корня. Каждый раз, когда эта функцияприменяется к аргументу, подвыражение (sqrt 4) приходится вычи-слять заново. Однако независимо от значения аргумента y выраже-ние (sqrt 4) редуцируется к 2. Следовательно, хотелось бы не выпол-нять повторных вычислений подобных константных выражений, а,вычислив его единственный раз, использовать сохраненный резуль-тат.
Пример 16.11 Рассмотрим программу:

f = g 4
g x y = y + (sqrt x)
(f 1) + (f 2)

Запись в виде ламбда-выражения дает:
letrec f = g 4

g = [x].[y].+ y (sqrt x)
in + (f 1)(f 2)

При вычислении этого выражения получаем следующий результат:
+ (f 1)(f 2)→ + (. 1)(. 2)
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−→ (([x].[y].+ y (sqrt x))4)

→ + (. 1)(. 2)
−→ ([y].+ y (sqrt 4))

→ + (. 1)(+ 2 (sqrt 4))
−→ ([y].+ y (sqrt 4))

→ + (. 1)4
−→ ([y].+ y (sqrt 4))

→ + (+ 1 (sqrt 4))4
→ + (+ 1 2)4
→ + 3 4
→ 7

В этом примере подвыражение (sqrt 4) вычисляется дважды, при ка-ждом применении выражение [y].(sqrt 4) считается динамически со-здаваемым константным подвыражением [y].-абстракции. Точно та-кой же эффект наблюдается и при переходе к суперкомбинаторам.Рассмотренное выражение компилируется следующим образом:
$g x y = + y (sqrt x)
$f = $g 4
$Prog = + ($f 1)($f 2)

$Prog

Редукция выглядит следующим образом:
$Prog → + (. 1)(. 2)

−→ ($g 4)
→ + (. 1)(+ 2(sqrt 4))

−→ ($g 4)
→ + (. 1)4

−→ ($g 4)
→ + (+ 1(sqrt 4))4
→ + (+ 1 2)4
→ + 3 4
→ 7И в этом случае подвыражение (sqrt 4) вычисляется дважды. Послевыписывания этих примеров, носящих наводящий характер, сформу-лируем следующую основную проблему, для преодоления которой



16.10. МАКСИМАЛЬНО СВОБОДНЫЕ ВЫРАЖЕНИЯ 127
потребуются определенные усилия: после связывания всех его пе-ременных каждое выражение должно вычисляться максимум одинраз. Такое свойство вычисления выражений считается полной ле-нивостью вычислений.
Упражнение 16.9 Пусть имеется программа:
f = g 2
g x y = y × (КВАДРАТ x)
(f 3)× (f 1)а) Записать программу в виде абстракции и произвести вычисления.б) Скомпилировать программу и произвести вычисления.

16.10 Максимально свободные выражения
Для достижения полной ленивости нет необходимости производитьвычисления тех выражений, которые не содержат (свободных) вхо-ждений формального параметра.
Определение 16.2 Выражение E называется собственным подвы-ражением F , если и только если E является подвыражением F и Eне совпадает с F .
Определение 16.3 Подвыражение E из абстракции считается сво-бодным в L, если все переменные E свободны в L.
Определение 16.4 . Максимально свободное выражение (МСВ) в L -это такое свободное выражение, которое не является собственнымподвыражением другого свободного выражения в L.
Пример 16.12 В приводимых ниже абстракциях подчеркнуты МСВ:

(1) ([x].sqrt x),
(2) ([x].x(sqrt 4))
(3) ([y].[x].+ (×y y)x).

Для обеспечения полной ленивости при выполнении β-редукции неследует означивать максимально свободные абстракции.



128 РАЗДЕЛ 16. СУПЕРКОМБИНАТОРЫ
Пример 16.13 Вернемся к функции из примера 16.11:

letrec f = g 4
g = [x].[y].+ y (sqrt x)
in + (f 1)(f 2)

Последовательность редукций начинается, как в этом примере:
+ (f 1)(f 2)→ + (. 1)(. 2)

−→ (([x].[y].+ y(sqrt x))4)
→ + (. 1)(. 2)

−→ ([y].+ y (sqrt 4))(здесь: выражение (sqrt 4) является МСВ в [y].-абстракции, поэто-му при приложении [y]. к аргументу (sqrt 4) не следует вычислять
→ + (. 1)(+ 2 .)

−→ ([y].+ y (sqrt 4)) )Означивание имеет указатель на (sqrt 4) в теле абстракции:
→ + (. 1)(+ 2 .)
−→ ([y].+ y 2)

→ + (. 1)4
−→ ([y].+ y 2)

→ + (+ 1 2)4
→ + 3 4
→ 7В этом случае (sqrt 4) вычисляется только один раз.
Упражнение 16.10 Вычислить выражение из упражнения 16.9, вос-пользовавшись МСВ.
16.11 Ламбда-подъем с использованием МСВ
Алгоритм, использующий МСВ, отличается от приведенного ранееалгоритма ламбда-подъема тем, что абстрагирует не переменные, аМСВ. Вернемся к разбираемому примеру. Функция g содержит аб-стракцию:
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[x].[y].+ y(sqrt x).

Проиллюстрируем в этой ситуации работу алгоритма.(1) Самой внутренней абстракцией является [y].+ y(sqrt x).(2) Выражение (sqrt x) является МСВ. Вынесем МСВ в качествеэкстрапараметра: ([sqrtx].[y]. + y(sqrtx))sqrtx, где sqrtx являетсяименем экстрапараметра. Подставим полученное выражение в ис-ходную абстракцию: [x].([sqrtx].[y].+ y sqrtx)sqrtx.(3) Присвоим полученному суперкомбинатору имя:

$g1 = [sqrtx].[y].+ y sqrtx

[x].$g1 (sqrt x)

(4) Имеющаяся [x].-абстракция также является суперкомбинато-ром, которому дадим имя и который сопоставим скомпилированномукоду:
$g1 sqrtx y = + y sqrtx

$g x = $g1 (sqrt x)
$f = $g 4
$Prog = + ($f 1)($f 2)

$Prog

Дополнительный суперкомбинатор получен потому, что потеряна воз-можность использования η-редукции из-за абстрагирования по (sqrtx)вместо абстрагирования по x. Однако этот эффект компенсируетсяналичием полной ленивости. Следовательно, для обеспечения пол-ной ленивости необходимо абстрагировать МСВ, а не свободные пе-ременные, используя возникающие абстракции в качестве экстра-параметров. Приведенный алгоритм считается полностью ленивымламбда-подъемом.
Упражнение 16.11 Выполнить полностью ленивый ламбда-подъемпрограммы, рассмотренной в упражнении 16.9.
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16.12 Полностью ленивый ламбда-подъем с letrec
Рассмотрим программу:

let f = [x].letrec fac = [n].(. . .)
in + x (fac 100)

in

+ (f 3)(f 4)

Алгоритм из подраздела 16.6 скомпилирует ее в:
$fac fac n = (. . .)
$f x = letrec fac = $fac fac

in + x (fac 100)
+ ($f 3)($f 4)

Функция fac определена локально в теле функции f и, следователь-но, выражение (fac 100) не может быть поднято как МСВ из тела
f . Это означает, что (fac 100) будет вычисляться заново всякий раз,когда выполняется $f . Таким образом, происходит потеря свойстваполной ленивости.Выход из создавшегося положения достаточно прост: достаточ-но заметить, что определение fac не зависит от x, поэтому можновынести letrec для fac:

letrec

fac = [n].(. . .)
in let

f = [x].+ x (fac 100)
in

+ (f 3)(f 4)

Теперь ничто не препятствует применению полностью ленивого подъ-ема, который построит полностью ленивую программу:
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$fac n = (. . .)
$fac100 = $fac 100
$f x = + x $fac100
$Prog = + ($f 3)($f 4)

$Prog

В данном случае произведена некоторая оптимизация: выражение,не имеющее свободных переменных, не абстрагируется, а получаетимя и становится суперкомбинатором -- $fac100.Таким образом, стратегия воплощается в два этапа:1) вынесение letrec- (и let-) определений как можно “дальше”,2) выполнение полностью ленивого ламбда-подъема.
Упражнение 16.12 Выполнить полностью ленивый ламбда-подъемпрограммы:

let

g = [x].letrec el = [n].[s].(IF (= n 1)(head s)
(el(− n 1)(tail s)))

in (cons x(el 3 (A,B,C)))
in

(cons(g R)(g L))
( здесь: R и L− константы).

16.13 Комплексный пример
Покажем действие полностью ленивого ламбда-подъема на более де-тализированном примере1:

SumInts n = foldl (+) 0 (count 1 n)
count n m = [], n > m

count n m = n : count(n + 1) m
fold op base [] = base

foldl op base (x : xs) = foldl op (op base x) xs
1Дополнительную разработку техники ленивых вычислений с суперкомбинато-рами см. в [86]. В этой же работе можно познакомиться с реализацией абстрактноймашины, обеспечивающей поддержку всего спектра возможностей.
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Приведенная программа в терминах абстракций записывается сле-дующим образом:

letrec

SumInts = [n].foldl + 0 (count 1 n)
count = [n].[m].IF (> n m)NIL

(cons n (count(+ n 1)m))
foldl = [op].[base].[xs].IF (= xs NIL)base

(foldl op (op base (head xs))(tail xs))
in SumInts 100

В этой программе:(1) внутренней абстракцией является ([xs]. . . .),(2) максимально свободными выражениями являются (fold op),
(op base) и base.Вынесем их в качестве экстрапараметров p, q и base соответственно:

$R1 p q base xs = IF (= xs NIL) base
(p(q(head xs))(tail xs))

letrec

SumInts = [n].foldl + 0 (count 1 0)
count = [n].[m].IF (> n m)NIL

(cons n (count(+ n 1)m))
foldl = [op].[base].$R1(foldl op)

(op base)base
in

SumInts 100

В этой программе внутренней абстракцией является “[base].”. Мак-симально свободными выражениями служат ($R1(foldl op)) и op,которые вынесем как r и op соответственно:
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$R1 p q base xs = IF (= xs NIL)base

(p(q(head xs))(tail xs))
$R2 r op base = r (op base)base

letrec

SumInts = [n].foldl + 0(count 1 n)
count = [n].[m].IF (> n m)NIL(cons n

(count(+ n 1)m))
foldl = [op].$R2($R1 op)op

in

SumInts 100

(3) все определения letrec являются суперкомбинаторами, посколькувыполнен подъем всех внутренних абстракций. С учетом всех заме-чаний получаем окончательный результат:
$SumInts n = $foldlP lus0 ($count1 n)
$foldlP lus0 = $foldl + 0
$count1 = $count 1
$count n m = IF (> n m)NIL(cons n($count(+ n 1)m))
$foldl op = $R2($R1($foldl op))op
$Prog = $SumInts 100
$R1 p q base xs =

IF (= xs NIL)base(p(q(head xs))(tail xs))
$R2 r op base = r (op base)base

$Prog

Завершая рассмотрение, отметим, сто в данном случае нельзя устра-нить параметр op из $foldl, поскольку он используется дважды вправой части.
16.14 Задача
Задача 16.1 Записать следующее определение исходного языка с по-мощью суперкомбинаторов:

el n s = if n = 1 then hd s
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else el(n− 1)(tl s).

Функция el выбирает n-й элемент из последовательности s.
Решение. В терминах λ-исчисления определение функции принима-ет вид:

el = Y (λel.λn.λs.if(= n 1)(hd s)(el(− n 1)(tl s))). (el)

Напомним алгоритм перевода λ -выражения в аппликативную фор-му. Возьмем произвольное λ -выражение λV.E.
SK--1. Тело выражения преобразуется в аппликативную формурекурсивным вызовом компилятора. Результатом является:

λV.E′.
SK--2. Свободные переменные в λ-выражении идентифицируют-ся литерами P, Q, . . . , R , затем λ-выражение снабжаетсяпрефиксом λ , связывающим все эти переменные. Результа-том служит:

λP.λQ....λR.λV.E′.

Результирующее выражение заведомо является комбинато-ром, поскольку E′ - аппликативная форма, все свободные пе-ременные P, Q, . . . , R которой связаны.
SK--3. Назовем возникающий комбинатор alpha и сопоставим емуопределение (определяющее равенство) :

alpha PQ . . . RV → E′.

Исходноеλ-выражение заменяется формой (alphaPR . . . R).Применительно к выражению аппликацию a можно сокра-тить. Выражение связано с V , а каждая свободная перемен-ная принимает свое собственное значение в ′. Следователь-но, аппликативная форма действительно полностью эквива-лентна исходному λ -выражению. Теперь определим пошаго-вую трансляцию.
1. Рассмотрим самое внутреннее λ -выражение:

λs.if(= n 1)(hd s)(el(− n 1)(tl s)).
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его свободными переменными являются n и el, поэтомукомбинатор alpha вводится определением:
alpha n el s→ if(= n 1)(hd s)(el(−n 1)(tl s)). (alpha)

2. Все λ - выражения заменим на (alpha n el), следова-тельно,
el = Y (λel.λn.alpha n el).

3. Повторим шаги (1.) и (2.) для λn.alpha n el. Введем ком-бинатор beta определением:
beta el n→ alpha n el, (beta)

откуда получаем, что
el = Y (λel.beta el).

4. Повторим шаги (1.) и (2.) для (λel.beta el). Введем ком-бинатор gamma определением:
gamma el → beta el, (gamma)

откуда получаем, что
el = Y gamma.

Ответ. el = Y gamma.Контрольные вопросы.
1. Чем вызвано использование суперкомбинаторов для реализа-ции редукции?
2. Что представляет собой язык константных аппликативных форм(КАФ)?
3. Какие специфические свойства комбинаторов S, K, I допус-кают их непосредственное использование в РГ-машине?

Упражнение. Записать с помощью суперкомбинаторов выражение:
fac n = if n = 0 then 1 else n × (fac(n− 1)).
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16.15 Ответы к упражнениям

16.1
1 0 не имеет свободных переменных (1) и символов абстракции (3); [x].+ x 1имеет переменную x, которая является связанной (1); + x 1 не содер-жит абстракций (2); [f ].f([x].+ x x) не имеет свободных переменных (1),
[x].+ x x является суперкомбинатором (2).

16.2
[x].x y z содержит свободные переменные y и z, нарушается пункт (1)определения 16.1; [x].[y].+ (+ x y)z имеет свободную переменную z.

16.3Например, [x].[y].x y([z].z x).
16.4Выражение $XY 5 вычислить нельзя, так как оно не является редексом;

$XY 5 7 вычислимо, $XY 3 4 7 вычислимо.
16.51) ([x].([y].− y x)x)5:(1) самой внутренней абстракцией является [y].− y x;(2) вынесем x как экстрапараметр ([x].[y].− y x)x и подставим его висходную программу ([x].([v].[y].− y v)x x)5;(3) присвоим суперкомбинатору имя $Y :

$Y v y = − y v

([x].$Y x x)5

(4) [x].-абстракция также является суперкомбинатором, которомуможно дать имя и который можно сопоставить скомпилированному коду:
$Y v y = − y v
$X x = $Y x x

$X 5

Полученная программа выполняется следующим образом:
$X 5 = $Y 5 5 = − 5 5 = 0.
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2) ([z].+ z (([x].([y].× y x)x)4)2 :(1) внутренняя абстракция: [y].× y x;(2) вынесем x как экстрапараметр:

([x].[y].× y x)x
([z].+ z(([x].([w].[y].× y w)x x)4))2;(3)

$Y w y = × y w

([z].+ z([x].$Y x x)4)2

(4) [x].-абстракция является суперкомбинатором:
$Y w y = × y w
$X x = $Y x x

([z].+ z($X 4))2

Теперь видно, что [z].-абстракция является суперкомбинатором:
$Y w y = × y w
$X x = $Y x x
$Z z = + z ($X 4)

$Z 2

Выполнение программы:
$Z 2 = + 2 ($X 4) = + 2 ($Y 4 4) = + 2 (× 4 4) = + 2 16 = 18.

16.6
inf находится на уровне и не содержит внутренних абстракций. Поэтому
inf уже является суперкомбинатором:

$inf v = letrec vs = cons 0 vs in vs
$Prog = $inf 4

$Prog

16.7Запишем эту программу в терминах абстракций:
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letrec apply = [m].letrec constr = [n].(IF > n m)NIL
(cons n (constr (+ n 1)))
in fold КВАДРАТ (constr 1)

fold = [f ].[ns].IF (= ns NIL)NIL(cons(f(head ns))
(fold(f(tail ns))))

in apply 5

(1) внутренняя абстракция имеет вид:
([n].IF (> n m)NIL(cons n(constr(+ n 1)));(2) вынесем переменные constr и m в указанном порядке:

([constr].[m].[n].IF (> n m)NIL(cons n(constr(+ n 1)))constr m;(3) присвоим полученному суперкомбинатору имя $constr:
$constr constr m n = IF (> n m)NIL(cons n(constr(+ n 1)));(4) заменим вхождение [n].-абстракции в программу на

($constr constr m n);
$constr constr m n = IF (> n m)NIL(cons n(constr(+ n 1)))

letrec
apply = [m].letrec

constr = $constr constr m
in fold КВАДРАТ (constr 1)

fold = [f ].[ns].IF (= ns NIL)NIL
(cons(f(head ns))(fold f(tail ns)))

in apply 5

(5) выражения apply и fold являются суперкомбинаторами:
$constr constr m n = IF (> n m)NIL(cons m(constr(+ n 1)))
$fold f ns = IF (= ns NIL)NIL(cons(f(head ns))

(fold(f (tail ns))))
$apply m = letrec constr = $constr constr m

in $fold КВАДРАТ (constr 1)
$Prog = $apply 5

$Prog

16.8Поднимем [n].-абстракцию, абстрагируя переменную m, но не constr, изаменим все вхождения constr на ($constr m):
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$constr m n = IF (> n m)NIL(cons n($constr m(+ n 1)))

letrec
apply = [m].fold(КВАДРАТ)($constr m 1)
fold = [f ].[ns].IF (= ns NIL)NIL(cons(f(head ns))

(fold(f(tail ns))))
in apply 5

В данном случае и apply, и fold являются суперкомбинаторами:
$constr m n = IF (> n m)NIL(cons n($constr m(+ n 1)))
$fold f ns = IF (= ns NIL)NIL(cons(f(head ns))

($fold f(tail ns)))
$apply m = $fold КВАДРАТ ($constr m 1)
$Prog = $apply 5

$Prog

16.9а) Запись в виде абстракции:
letrec f = g 2

g = [x].[y].× y (КВАДРАТ x)
in × (f 3)(f 1)

Вычисление выражения:
× (f 3)(f 1)→ (. 3)(. 1)

−→ ([x].[y].× y (КВАДРАТ x))2
→ × (. 3)(. 1)

−→ ([y].× y (КВАДРАТ 2))
→ × (. 3)(× 1 (КВАДРАТ 2))

−→ ([y].× y (КВАДРАТ 2))
→ × (. 3) 4

−→ ([y].× y (КВАДРАТ 2))
→ × (× 3 (КВАДРАТ 2)) 4
→ × 12 4
→ 48.б) Данное выражение компилируется в:

$g x y = × y (КВАДРАТ x)
$f = $g 2
$Prog = × ($f 3)($f 1)

$Prog
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Последовательность редукций:
$Prog → (× (. 3)(. 1))

−→ ($g 2)
→ × (. 3)(× 1 (КВАДРАТ 2))
−→ ($g 2)

→ × (. 3) 4
−→ ($g 2)

→ × (× 3 (КВАДРАТ 2)) 4
→ × (× 3 4) 4
→ × 12 4
→ 48.

16.10
× (f 3)(f 1)→ × (. 3)(. 1)

−→ (([x].[y].× y (КВАДРАТ x))2)
→ × (. 3)(× 1 .)

−→ ([y].× y (КВАДРАТ 2))
→ × (. 3) 4 (× 1 .)

−→ ([y].× y 4)
→ × (. 3) 4

−→ ([y].× y 4)
→ × (× 3 .) 4

−→ 4
→ × 12 4
→ 48Выражение (КВАДРАТ 2) вычисляется единственный раз.

16.11Функция g содержит абстракцию: [x].[y].× y (КВАДРАТ x) :(1) самой внутренней абстракцией является
[y].× y (КВАДРАТ x);

(2) (КВАДРАТ x) представляет собой МСВ, которую вынесем в каче-стве экстрапараметра:
[КВАДРАТx].[y].× y (КВАДРАТx)КВАДРАТx.Подставим полученное выражение в абстракцию:
[x].[КВАДРАТx].[y].× y (КВАДРАТx)КВАДРАТx ;(3) присвоим полученному суперкомбинатору имя:

$g1 = [КВАДРАТx].[y].× y КВАДРАТx
[x].$g1 (КВАДРАТ x)
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(4) [x].-абстракция также является суперкомбинатором, которомудадим имя $g и который сопоставим скомпилированному коду:

$g1 КВАДРАТx y = × y КВАДРАТx
$g x = $g1 (КВАДРАТ x)
$f = $g 2
$Prog = × ($f 3)($f 1)

$Prog

16.12Данная программа компилируется в:
$el el n s = (IF (= n 1)(head s)(el(− n 1)(tail s)))
$g x = letrec el = $el el

in (cons x (el 3 (A, B, C)))

(cons ($g R)($g L))

Поскольку определение el не зависит от x, можно вынести letrec для el:
letrec el = [n].[s].(IF (= n 1)(head s)

(el(−n1)(tails)))
in let g = [x].cons x (el 3 (A, B, C))
in (cons (g R)(g L))

В результате применения ламбда-подъема получим:
$el n s = (IF (= n 1)(head s)(el(− n 1)(tail s)))
$el3(A,B,C) = $el 3 (A,B,C)
$g x = cons x $el3(A,B,C)
$Prog = cons ($g R)($g L)

$Prog

В ходе компилирования программы порождаются новые комби-наторы, параметрами которых являются конкретные МСВ. Другимисловами, компилятор выполняет соотнесение с заложенным в немспособом вычленения из исходного кода программы объектов и по-рождает объекты-индивиды. Поскольку порожденные объекты явля-ются комбинаторами, то вполне безопасно добавить их к системе-оболочке в качестве новых инструкций. Все порожденные комбина-торы дают вполне индивидуализированное представление исходной
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программы: это система объектов.Возможно, лучше объяснять в терминах соотнесения системы-оболочки (λ-исчисления) с совокупностью МСВ. Тогда λ-исчислениекак концепт дает систему индивидов (скомпилированных программ):они образуют класс эквивалентности (конвертируются друг к другу)относительно критериев оптимальности.



Раздел 17
Ленивая реализация
Задача 17.1 Для примера определения

el n s = if n = 1 then (hd s) else el(n− 1)(tl s) fi

выбрать суперкомбинаторы, дающие полностью ленивую реализа-цию, и рассмотреть частный случай применения el 2.
Решение. Введем некоторые определения. Оказывается, что те выра-жения, которые подвергаются повторным означиваниям, легко иден-тифицируются. Это относится и ко всякому подвыражению λ-выра-жения, которое не зависит от связанной переменной. Такие выраже-ния называют свободными выражениями λ-выражения (по аналогиис введением понятия свободной переменной). Свободные выраже-ния, которые не являются частью никакого другого большего сво-бодного выражения, называют максимальными свободными выра-жениями λ-выражения (МСВ).
lazy--1. Рассмотрим схему трансляции. Минимальные свободныевыражения каждого λ-выражения преобразуются в параме-тры соответствующего комбинатора. Остановимся на схе-ме преобразования максимальных свободных выражений в па-раметры соответствующего комбинатора.
lazy--2. Сначала установим, что такая схема трансляции значи-ма, то есть получены настоящие комбинаторы и каждое λ-выражение заменено на аппликативную форму. Рассмотрим

143
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применимость новой схемы к отдельному λ-выражению, телокоторого является аппликативной формой. Тот комбинатор,который при этом возникает, должен удовлетворять опреде-лению, так как его тело должно быть аппликативной формойи не должно содержать свободных переменных. Тело комби-натора заведомо будет аппликативной формой, поскольку онов свою очередь возникло из аппликативной формы (тела исход-ного λ-выражения) путем подстановки вместо некоторыхвыражений новых имен параметров. В нем не может бытьсвободных переменных, поскольку любая свободная перемен-ная должна быть частью некоторого максимального свобод-ного выражения и поэтому подлежит удалению как часть па-раметра. Все это подтверждает, что построен настоящийкомбинатор. Окончательный результат,который замещаетисходное λ-выражение, представляет собой новый комбина-тор, приложенный к максимальным свободным выражениям,каждое из которых - уже аппликативная форма. Вернемся кисходной задаче.

lazy--3. Пусть максимальные свободные выражения для исходно-го выражения
λs.if(= n 1)(hd s)(el(− n 1)(tl s))

представляют собой
(if(= n 1)) и (el(− n 1)).

Следовательно, новый комбинатор alpha определяется по-средством
alpha p q s→ p(hd s)(q(tl s)),

а определением el служит выражение
el = Y (λel.λn.alpha(if(= n 1))(el(− n 1))).

Продолжая этот процесс, получаем комбинаторы beta и gamma,задаваемые определениями:
beta el n→ alpha(if(= n 1))(el(− n 1)),

gamma el → beta el,

откуда заключаем, что выражение el эквивалентно (Y gamma),то есть el = Y gamma, что совпадает с прежним результа-том.
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lazy--4. Рассмотрим частный случай, когда применяется (el 2):

el 2 → (Y gamma)2
→ gamma el 2
→ beta el 2
→ alpha(if(= 2 1))(el(− 2 1)).

Всегда при использовании (el 2) употребляются одни и теже копии свободных выражений, следовательно, они означи-ваются только один раз. Фактически получается редукция:
el 2→ alpha if − FALSE(alpha if − TRUE(el(− 1 1))).

Более подробно:
el 2 → alpha(if(= 2 1))(el(− 2 1))

→ alpha(if − FALSE)(el 1)
→ alpha(if − FALSE)(alpha(if(= 1 1))(el(− 1 1)))
→ alpha(if − FALSE)(alpha(if − TRUE)(el(− 1 1)))

Рассмотренная схема приводит к субоптимальным комбинаторам.Контрольные вопросы.
1. Определите понятия “ленивое означивание в λ -исчислении” и“полная ленивость” в языке КАФ и укажите связь между ними.
2. Что означает термин “МСВ λ -выражения”?
3. Что представляет собой окончательный результат замещенияисходного λ -выражения при полностью ленивой реализациисуперкомбинаторов?

Упражнение. Для выражения
fac n = if n = 0 then 1 else n× (fac(n− 1))

осуществить полностью ленивую реализацию с помощью суперком-бинаторов и вычислить fac 3.
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Раздел 18
Перестановка параметров
Задача 18.1 Для исходного определения:

el = Y (λel.λnλs.IF (= n1)(hd s)(el(− n 1)(tl s)))

получить выражение с оптимальным (по двум критериям) упорядо-чением параметров комбинатора.
Решение. Напомним, что двумя основными критериями оптимально-сти порядка параметров комбинатора являются минимальное числоМСВ и максимальное устранение избыточных параметров. Оптими-зируем наше определение последовательно по обоим критериям.
opt--1. Для максимизации размера и минимизации числа МСВ сле-дующего вложенного λ -выражения все МСВ подвергаемогокомпиляции λ -выражения, которые в то же самое времяявляются свободными выражениями следующего вложенного

λ -выражения, должны появиться прежде МСВ, не обладаю-щих указанным свойством. Оптимальное упорядочение пара-метров по этому критерию можно сформулировать следую-щим образом. Все Ei являются свободными выражениями λ-выражения, которое подлежит компилированию, однако ономожет быть свободным выражением одного или большегочисла вложенных λ -выражений. Назовем самое внутреннее
λ -выражение, в котором выражение Ei не является свобод-ным, порождающим λ -выражением. Если порождающее λ -выражение Ei включает порождающее λ-выражение Ej , то
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в оптимальном упорядочении Ei предшествет Ej . Отсюдане следует, что с необходимостью однозначно определяетсяоптимальное упорядочение, поскольку выражения с одним итем же порждающим λ -выражением могут входить в любомпорядке. Тем не менее всякое упорядочение, удовлетворяющееэтому условию, является оптимальным, как и всякое другое.

opt--2. Рассмотрим аппликативную форму (alpha(hd s)n(tl s)),в которой параметры alpha можно расположить в любомпорядке. Если непосредственно вложенное λ -выражение свя-зывает n , то максимальные свободные выражения (МСВ)из формы представляют собой (alpha(hd s)) и (tl s). Если жевыполнить переупорядочение формы вида (alpha(hd s)(tl s)n),то МСВ единственно:
(alpha(hd s)(tl s)).

opt--3. Если, с другой стороны, непосредственно вложенное λ -выражение связывает s, то оптимальным упорядочением па-раметров служит
(alpha n (hd s)(tl s)),

откуда единственное МСВ представляет собой (alpha n).
opt--4. Получив оптимальное упорядочение по одному критерию,обратимся к другому. В качестве “естественных” параме-тров можно принять

alpha beta el hd tl.
Компилятор должен так расположить параметры, чтобыпроисходило максимальное устранение избыточных параме-тров. У компилятора только тогда есть выбор, когда одинкомбинатор прямо определяется как вызов другого. В каче-стве примера рассмотрим редукцию:

beta p q r s→ alpha . . . s . . . .

Кроме последнего параметра, других избыточных параметровнет, но последний параметр комбинатора всегда должен быть
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связанной переменной того λ -выражения, из которого былосуществлен вывод. В данном случае параметр s являетсясвязанной переменнойλ -выражения, непосредственно включа-ющего alpha. Если параметры уже упорядочены оптимальнопо рассмотренным правилам, то все параметры, в которыхучаствует s, перемещаются в конец его списка параметров.Если имеется только один такой параметр, и это s, то sоказывается избыточным параметром beta и может бытьустранен. На этом основании вызов alpha следует задаватьв виде (alpha E1 . . . En s), где s не имеет вхождений ни водно из выражений Ei. Это означает, что все Ei свободны в
beta, что распространяется и на (alpha E1 . . . En s). Следо-вательно, фактически, если имеются какие-либо Ei, то betaнадо определить посредством редукции

beta p s→ p s,

где p соответствует (alpha E1 . . . En s). Если у alpha един-ственный параметр s, то beta следует определять посред-ством beta s→ s.В первом случае beta эквивалентен комбинатору I . Порожда-ющее beta λ -выражение замещается на аппликацию
(beta(alpha E1 . . . En s)),

то есть на (I(alpha E1 . . . En s)). Кроме того, beta мож-но целиком опустить, и λ -выражение замещается непосред-ственно на (alpha E1 . . . En s).Во втором случае beta эквивалентно alpha. Можно видеть,что оптимальное упорядочение, получаемое по второму кри-терию, удовлетворяет также первому и, кроме того, суще-ственно упрощает работу по нахождению избыточных па-раметров.
opt--5. Рассматриваемое выражение el определяется равенством:

el = Y (λel.λn.λs.IF (= n 1)(hd s)(el(− n 1)(tl s))).

У самого внутреннего λ -выражения имеются два МСВ:
(IF (= n 1)) и (el(− n 1)).
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Примем их за параметры p и q. Оба этих МСВ имеют однои то же порождающее λ -выражение, поэтому их порядокнесущественен, и alpha можно определить редукцией:

alpha p q s→ p(hd s)(q(tl s)),

поэтому
el = Y (λel.λn.alpha(IF (= n 1))(el(− n 1))).

Теперь оказывается, что у следующего λ-выражения толькоодно МСВ и это el. Следовательно, beta определяется редук-цией
beta el n→ alpha (IF (= n 1))(el(− n 1)),

по которой
el = Y (λel.beta el).

Далее следует применять редукцию
gamma el → beta el,

и поскольку комбинатор gamma эквивалентен комбинатору
beta, то gamma порождать не следует.

Окончательно получаем, что gamma эквивалентен (Y beta).Контрольные вопросы.
1. Какие преимущества дает использование правил оптимизации?
2. Назовите два основных критерия оптимизации.
3. На что влияет порядок параметров суперкомбинаторов?

Упражнение. Получить выражение с оптимальным порядком супер-комбинаторов для определения:
fac n = IF n = 0 then 1 else n× (fac(n− 1)).



Раздел 19
Непосредственныевычисления
Задача 19.1 Для выражения:

let x = plus in x (4, (x where x = 3)); ;

построить λ-выражение и выражение комбинаторной логики, атакже вычислить их значение.
Решение.
dc--1. Фиксируем выражение:

let x = plus in x (4, (x where x = 3)); ;

dc--2. Выразим его в виде λ-выражения:
M = (λx.x(4, (λx.x)3)) + .

dc--3. Подготовим выражение к переводу на язык комбинаторнойлогики (КЛ), то есть произведем каррирование:
N = (λx.x 4((λx.x)3))⊕,

где знак сложения “⊕” отличается от знака “+”. Отло-жим пока обсуждение их различия до рассмотрения вопро-сов, связанных с вычислением выражений на категориальнойабстрактной машине.
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dc--4. Напомним, что процедура перевода в КЛ задается по индук-ции:

(i) λx.x = I,
(ii) λx.c = Kc, c 6= x,

(iii) λx.PQ = S(λx.P )(λx.Q).

Таким образом,
N = (λx.x 4((λx.x)3))⊕

= S(λx.x 4)(λx.((λx.x)3))⊕
= S(S(λx.x)(λx.4))(S(λx.(λx.x))(λx.3))⊕
= S(SI(K 4))(S(λx.I)(K3))⊕
= S(SI(K 4))(S(K I)(K 3))⊕ .

dc--5. Пользуясь этой процедурой, получили
N = S(SI(K 4))(S(K I)(K 3))⊕,

где Sxyz = xz(yz), Kxy = x, Ix = x.
dc--6. Используя какой-либо способ вычисления, получаем в резуль-тате число “7”:

S(SI(K4))(S(KI)(K3))⊕ →
→ (SI(K 4)⊕)(S(K I)(K 3)⊕)
→ (I⊕)(K 4⊕)(S(K I)(K 3)⊕)→ ⊕(K 4⊕)(S(K I)(K 3)⊕)
→ ⊕4(S(K I)(K 3)⊕)→ ⊕4(K I⊕)(K3⊕)
→ ⊕4(I(K 3⊕))→ ⊕4 3→ 7.

Проверить результат легко прямым выполнением β-редукции для λ-выражения:
M = (λx.x(4, (λx.x)3))+→ +(4, (λx.x)3)→ +(4, 3)→ 7,

(еще раз обращаем внимание на использование другого символа опе-рации сложения - “+” вместо “⊕”).Контрольные вопросы.
1. Выпишите комбинаторные характеристики K, I, S, B, W, C(стандартных комбинаторов).
2. Почему для реализации β-редукции показался удобным пере-ход к комбинаторной логике?
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Упражнения.

1. Выразите через комбинаторы K и S объект I с комбинаторнойхарактеристикой Ia = a.Указание. Воспользуйтесь тем, что I = λz.z. Получите λz.z =
(λxyz.xz(yz))(λxy.x)(λxy.x) и вспомните, чтоK = λxy.x, S =
λxyz.xz(yz).Ответ. I = SKK.

2. Для выражения:
let x = π/2 in let z = sin in sqr(z x); ;

постройте выражение комбинаторной логики и вычислите егозначение.Указания.
(a) λ -выражение имеет вид:

(λx.(λz.sqr(z x))sin)π/2
= (λx.sqr(sin x))π/2, (β)
= sqr(sin π/2). (β)

(b) Воспользуйтесь тем, что
f(gx) = (f ◦ g)x = S(KS)K f g x.

Ответ. S(KS)K sqr sin π/2 = 1.
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Раздел 20
Код де Брейна
Задача 20.1 Для выражения:

let x = plus in x (4, (x where x = 3)); ;

построить λ-выражение и выражение кода де Брейна и вычислитьпоследнее с помощью SECD-машины.
Решение.
DB--1. Известно, что в ходе выполнения λ -конверсии возника-ют коллизии переменных. Например, “прямое” выполнение β-редукции для (λxy.x)y могло бы дать λy.y:

(λxy.x)y = λy.y,

что совершенно недопустимо, поскольку:
(λxy.x)y =

(α)
= (λuv.u)y

(β)
= (λv.y)

6= (λy.y) = I.

Заметим, далее, что в замкнутом терме существенной важ-ной информацией о переменной служит глубина ее связыва-ния, то есть количество символов λ , стоящих между пере-менной и связыванием λ (не считая последний оператор). То-гда переменная оказывается замененной на число, которое,однако, нельзя смешивать с обычным натуральным числом.
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Для отличия числа, заменяющие переменные, от обычных на-туральных чисел первые будем называть числами де Брейна.Теперь, например, для

P = λy.(λxy.x)y

кодирование по де Брейну приобретает вид:
λ.(λλ.1)0.

Скажем, правило (β), примененное к этому выражению, дает
λλ.1 , и нет необходимости в преобразовании λxy.x в λxv.x,которое ликвидирует коллизию. Основной вопрос - это опи-сание смысла выражений. Это зависит от ассоциаций значе-ний и идентификаторов, то есть от среды. Таким образом,означивание представляет собой функцию ‖M ‖, ассоцииру-ющую значение со средой. Представим обычные семантиче-ские равенства, где приложение функции к аргументу пред-ставляется просто записью непосредственно вслед за симво-лом функции символа аргумента:

‖ x ‖ env = env(x),
‖ c ‖ env = c,
‖ (MN) ‖ env = ‖M ‖ env(‖ N ‖ env),
‖ λx.M ‖ env d = ‖M ‖ env[x← d],

где:
env(x) - значение x в среде env;
c - константа, обозначающее значение,также называемое c, чтосоответствует обычной практике;
env[x← d] - среда env, где x замещен на значение d.Вообще, формализм де Брейна может быть рассмотрен поаналогии с комбинаторной логикой с соответствующей ада-птацией правил. Для осуществления перехода от обычных λ-выражений к кодировке переменных числами де Брейна рас-смотрим ряд правил и соглашений. Пусть среда env имеетвид (. . . ((), wn) . . . , w0), где значение wi ассоциировано с чи-слом i де Брейна. Такое предположения учитывает довольносильные ограничения. Среды, в которых происходит вычисле-ние выражений, считаются связанными структурами, а немассивами. Такой выбор тесно связан с выполнением требо-вания эффективности. Прежде всего данный выбор ведет к
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простому машинному описанию:

‖ 0 ‖ (env, d) = d,
‖ (n+ 1) ‖ (env, d) =‖ n ‖ env,
‖ c ‖ env = c,
‖MN ‖ env =‖M ‖ env(‖ N ‖ env)
‖ λ.M ‖ env d =‖M ‖ (env, d).

Интерес представляют не только значения сами по себе, азначения с точки зрения обеспечиваемых ими вычислений. Прикомбинаторном подходе подчеркивается, что значением, на-пример, MN служит комбинация значений M и N .Вводится три комбинатора:
S с арностью 2,
Λ c арностью 1,
′ c арностью 1

и бесконечно много комбинаторов n! в том смысле, что:
‖ n ‖ = n!,
‖ c ‖ env = c,
‖MN ‖ = S(‖M ‖, ‖ N ‖),
‖ λ.M ‖ = Λ(‖M ‖).

Отсюда легко устанавливается процедура перехода от се-мантических равенств к чисто синтаксическим:
0!(x, y) = y,
(n+ 1)!(x, y) = n!x,
(′x)y = x,
S(x, y)z = xz(yz),
Λ(x)yz = x(y, z)

Такие правила близки к SK-правилам: первые три указываютна “забывающее” аргумент свойство (наподобие комбинато-ра ); четвертое -- некаррированная форма правила S; пятое-- в точности каррирование, то есть преобразование функцииот двух аргументов в функцию от первого аргумента, задаю-щую функцию от второго аргумента.Введем также комбинатор пары < ·, · >, где
‖ (M,N) ‖=<‖M ‖, ‖ N ‖>,
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и снабдим его выделителями (проекциями) Fst и Snd. Вве-дем также оператор композиции “◦” и новую команду ε. Рас-смотрим S (·, ·) и n! как сокращения для “ε◦ < ·, · >” и“Snd ◦ Fstn” соответственно, где Fstn+1 = Fst ◦ Fstn.Сведем теперь все комбинаторные равенства воедино:

(ass) (x ◦ y)z = x(yz),
(fst) Fst(x, y) = x,
(snd) Snd(x, y) = y,
(dpair) < x, y > z = (xz, yz),
(ac) ε(Λ(x)y, z) = x(y, z),
(quote) (′x)y = x,

где (dpair) устанавливает связь спаривания и образования со-вокупности, а (acc) - композиции и аппликации. Можно заме-тить, что S(x, y)z = ε(xz, yz). Тем самым придается од-нородность рассмотрению операторов Fst, Snd и ε . Крометого, справедливо равенство:
′M = Λ(M ◦ Snd),

откуда следует, что
(′x)yz = xz.

Пользуясь синтаксическими и семантическими равенствами,получаем для M = (λx.x(4, (λx.x)3))+ :
M ′ =‖M ‖=‖ (λ.0(4, (λ.0)3))+ ‖

= S(‖ λ.0(4, (λ.0)3) ‖, ‖ + ‖)
= S(Λ(‖ 0(4, (λ.0)3) ‖), ‖ + ‖)
= S(Λ(S(0!, ‖ (4, (λ.0)3) ‖)), ‖ + ‖)
= S(Λ(S(0!, <′ 4,S(Λ(0!),′ 3) >)),Λ(+ ◦ Snd)).

DB--2. Теперь произведем вычисления по методу Лендина для SECD-машины, то есть следует означивать путем приложения ′ ксреде. В данном случае среда пуста, поскольку терм замкнут.При означивании ′ применим стратегию самого левого и притом самого внутреннего выражения. Для краткости обозна-чим:
A = S(0!, <′ 4, B >), B = S(Λ(0!), 3).
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Приведем полную последовательность редукций:

(Λ(A),Λ(+ ◦ Snd))()
→ ε(Λ(A)(),Λ(+ ◦ Snd)())
→ A env

(здесь: для сокращения env = ((),Λ(+ ◦ Snd)()))

→ ε(0!env,<′ 4, B > env)
→ ε(Λ(+ ◦ Snd)(), (′4 env,B env))
→ ε(Λ(+ ◦ Snd)(), (4, B env))
→ ε(Λ(+ ◦ Snd)(), (4, ε(Λ(0!)env,′ 3 env)))
→ ε(Λ(+ ◦ Snd)(), (4, ε(Λ(0!)env, 3)))
→ ε(Λ(+ ◦ Snd)(), (4, 0!(env, 3)))
→ ε(Λ(+ ◦ Snd)(), (4, 3))
→ (+ ◦ Snd)((), (4, 3))
→ +(Snd((), (4, 3)))
→ +(4, 3)
⇒ 7.

Видно,что результат совпадает с результатом, полученнымв ходе непосредственных вычислений выражения.
Контрольные вопросы.

1. Назовите альтернативные способы устранения коллизии пере-менных в λ -выражениях.
2. Обоснуйте необходимость введения оператора композиции.
3. Покажите связь и различие между понятиями “пара” и “сово-купность”.

Указание. Воспользуйтесь теоретико-множественными определени-ями для этих понятий, положив f : D → E, g : D → F.

совокупность : h =< f, g >: D → E × F ;пара : [f, g] = (f, g) : (D → E)× (D → F ).

Упражнение. Постройте выражения де Брейна для приводимых да-лее λ-выражений.
1. λy.yx.Ответ: ‖ λy.yx ‖= Λ(S(0!, 1!)).
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2. (λx.(λz.zx)y)((λt.t)z).Указание. Обозначим исходное выражение черезQ и перейдемк выражению R = λzxy.Q. Тогда, рассмотрев дерево предста-вления R, можем записать его в виде:

R′ = (λ.(λ.01)1)((λ.0)2),

и простой заменой “λ” на “Λ”, “◦” на "S", “n” на “n!” получитькод де Брейна для Q.Ответ.
QDB(z,x,y) = S(Λ(S(Λ(S(0!, 1!))1!)),S(Λ(0!), 2!))

(порядок имен переменных в индексе Q соответствует поряд-ку их связывания в промежуточном выражении R и позволяетвосстановить исходное определение с соответствующими сво-бодными переменными).



Раздел 21
Абстрактная машина: КАМ
Теоретические сведения. Аббревиатура “КАМ” принята в качестве сокра-щения для “Категориальная Абстрактная Машина”. Как можно видеть,такое название само по себе несет значительную смысловую нагрузку.
• Сначала обоснуем введение самого термина “категориальная”. Вкатегориях пользуются композицией и тождеством (тождествен-ное преобразование служит целям оптимизации), в декартовых ка-тегориях дополнительно вводят произведение с использованием спа-ривания < ·, · >, а также проекций Fst и Snd. Декартово замкну-тые категории (д.з.к.) дополнительно содержат каррирование Λ,апплицирование ε и средства экспоненцирования, то есть средствапостроения функциональных пространств.Перечисленные в предыдущем разделе правила позволяют произво-дить означивание категориальных термов видаM ′, построенных изуказанных комбинаторов путем аппликации (приложения) терма ксреде, которая построена из совокупности различных компонентов.

. Комбинаторы аппликации и построения совокупности не име-ются в M ′.

. Аппликация возникает, когда записываем M ′(), то есть когдакатегориальный терм прикладывается к (пустой) среде.

. Построение совокупности происходит всякий раз, когда ис-пользуется правило (dpair).
Машинные инструкции такой КАМ строятся следующим образом:

статические операторы можно принять за базисные ма-шинные инструкции.
161
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Сперва отметим, что в применяемых при редукции M ′() правилахвсе редексы имеют вид Mw, где w -- значение, то есть терм в нор-мальной форме по отношению к применяемым правилам. Терм пре-образован по де Брейну, то есть является кодом де Брейна.

. Рассматриваем терм как код, действующий на w, причемобразован из элементарных составляющих кода.

. Проекции Fst и Snd с легкостью причисляются к набору ин-струкций: Fst действует на значение (w1, w2), образуя до-ступ к первому порожденному элементу пары, если считать,что значение представлено в виде бинарного дерева.

. Для совокупностей рассматривается действие < M,N > на
w в соответствии с равенством:

< M,N > w = (Mw,Nw).

Действия M и N на w должны выполняться независимо, а затемрезультаты объединяются в виде дерева, вершина которого явля-ется совокупностью, а листья - полученными значениями w1 и w2 .В последовательной машине сперва выполняется означивание, на-пример . Получается w1. Перед началом обработки w его следуетсохранить в памяти, чтобы иметь возможность восстановить wпри означивании N , когда получается w2. Наконец w1 и w2 собира-ются в совокупность, но в предположении, что запомнено значение
w1, а это выполняется именно в тот момент, когда восстанавли-ваем w.Исходя из рассмотренных выше соображений возникает структурамашины:
T − терм как структурированное значение, например граф;
C − код;
S − стек, или дамп (вспомогательная память).

Состоянием машины считается тройка < T, S, C >.На основании предыдущего кодом для < M,N > считается следу-ющая последовательность инструкций:
“<” , за которой следует последовательность инструкций,соответствующая коду , за которой следует “,”, за которойследует последовательность инструкций, соответствую-щая коду N , за которой следует “>”.
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• Отметим, что категориальная абстрактная машина (КАМ) совер-шает только символьные преобразования, компиляция нигде не про-водится. Достигается это с помощью следующих инструкций.Представим действие инструкций “<”, “,”, “>”:

< : выталкивает терм на вершину стека,
, : меняет местами терм и вершину стека,
> : строит совокупность из вершины стека и терма, заме-няет терм на эту совокупность и проталкивает стек.

Тот конкретный синтаксис, который используется для спаривания,в точности соответствует образованию управляющих инструкций.Эти инструкции должны замещать конструкцию спаривания. Темсамым достигается комбинирование означиваний M и N в означи-вание < M,N >.
• Применительно к структуре машины проекции Fst и Snd можноописать более точно:

Fst : получает терм (s, t) и замещает его на s,
Snd : получает терм (s, t) и замещает его на t,

Код для n! формируется из n и инструкции “Fst”, за которой следу-ет инструкция “Snd”. Для построения кода можно не предприни-мать дополнительных усилий, если воспользоваться соглашением.
. Примем xy или x | y для обозначения композиции, которая вобычной математической практике обозначается как y ◦ x.При каррировании кодом Λ(M) служит Λ(C), где C - код .Действие “Λ” описывается следующим образом:

Λ(C) : замещает терм s на C : s, где C - код, инкапсу-лированный в Λ .
. Обозначение C : s служит сокращением для “Λ(M)s”. С точ-ки зрения правил перезаписи действие “Λ” пусто, поскольку

Λ(M)w является значением в силу того, что w - значение, сле-довательно его нельзя перезаписать. Дадим перефразировку втерминах действий:
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действием Λ(M) на w является Λ(M)w .

Описание команды “Λ” приводит к построению замыкания,как и в SECD-машине. Действительно, как подчеркиваетсясамим обозначением C : s, в качестве значения обрабатыва-ется совокупность, построенная из кода, соответствующеготелу λ-выражения, и значения, которое предствляет собойсреду декларации функции, описанной посредством абстрак-ции.
• Вернемся к операции аппликации из λ-исчисления. Ее запишем, как
ε◦ < M,N >. В виде правила запишем равенство:

(ε◦ < M,N >)w = ε(Mw,Nw) (= ε[Mw,Nw]).

Последняя запись, содержащая символы квадратных скобок, исполь-зуется в обозначениях комбинаторной логики. Пусть (Mw,Nw) озна-чено как (w1, w2), что является действием кода, ассоциированногос < M,N >. Осталась инструкция “ε”, которая получает w1 =
Λ(P )w′1 и производит ε(Λ(P )w′1, w2) = P (w′1, w2).В терминах КАМ кодом, соответствующим ε◦ < M,N >, служиткод для < M,N > за которым идет “ε” со следующим эффектом:

ε получает терм (C : s, t), замещает его на (s, t), а остав-шейся части кода устанавливает префикс .
Дополнительно нужны константы. Они требуются для базисныхконстант, когда кодом для ′C является ′(C) со следующим действи-ем:

′C : замещает терм на инкапсулированную константу .
Для конструкций типа встроенной функций, например, для символасложения, используется кодирование, ранее уже рассмотренное:

кодом для ′(op) служит Λ((op)), где (op) - это инструкция
Snd, за которой следует “op”.

Прежде чем приступить к построению полной таблицы инструк-ций, вспомним соглашения об обозначениях для списков инструкций
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Таблица 21.1: Цикл работы КАМ
Начальная Результирующаяконфигурация конфигурацияТерм Код Стек Терм Код Стек

(s, t) car.C S s C S

(s, t) cdr.C S t C S

s (quoteC).C S C C S

s (curC).C1 S (C : s) C1 S

s push.C S s C s.S

t swap.C s.S s C t.S

t cons.S s.S (s, t) C S

(C : s, t) app.C1 S (s, t) C@C1 S

и элементов стека:
пустой список L обозначается через [];обозначение [e1; . . . ; en] принято для списка с n элемен-тами e1, . . . , en;
a.L добавляет в начало L;
L1@L2 присоединяет L2 к L1.

Для удобства дадим инструкциям мнемонические наименования взависимости от их действия:
Fst Snd < , > ε Λ ′

car cdr push swap cons app cur quoteПредставим табл. 21.1, описывающую работу КАМ. В ее левой ча-сти - начальные состояния (“старые”’ состояния), а в правой -результирующие (“новые” состояния). Фактически, считаем КАМ
λ-исчислением с явными произведениями.Фактически, в этой таблице описана система программирования
с небольшим числом исходных команд (инструкций). Заметим, чтосреди них нет инструкции условного вычисления (условного перехо-да). Эту инструкцию в дальнейшем приходится добавлять, пользу-ясь некоторыми соглашениями, касающимися представления о ра-боте категориальной абстрактной машины. Кроме того, при вычи-слении рекурсивных определений приходится дополнительно обраба-
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тывать (неявный) оператор неподвижной точки. Для этого сноватребуются дополнительные соглашения.

Задача 21.1 Для выражения:
let x = plus in x(4, (x where x = 3)); ;

построить его запись с помощью “категориального кода” и напи-сать программу вычисления в терминах КАМ-инструкций.
Решение.

CAM --1. Воспользуемся математической символикой, которая под-черкивает связь с правилами перезаписи. Пусть A, B обозна-чают коды A и B соответственно, + служит сокращениемдля plus, S(x, y) = S[x, y] = ε◦ < x, y >.Результирующие вычисления представим в табл. 21.2. Отме-тим, что вычисления начинаются с пустой средой, то есть впозиции терма записан (). Исходный терм представлен в ви-де кода де Брейна. В самом начале вычислений стек, или дамп(“вспомогательная память”) также предполагается пустым
[].

Таким образом, КАМ позволила получить ожидаемый результат ещеодним способом, легко реализуемым на компьютере. Для этого сле-дует иметь ввиду, что операция + не является собственно инструкци-ей КАМ, но является встроенной в хост-систему программированияфункцией.Контрольные вопросы.
1. Назовите три основных подхода к реализации языков функци-онального программирования, лежащих в основе концепциикатегориальной абстрактной машины.
2. Что представляют собой базисные машинные инструкции КАМ?
3. Опишите проекции Fst и Snd применительно к структуре ма-шины.
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Упражнение. Опишите таблицу машинных инструкций КАМ для вы-числения выражения:

let x = 3 in (op(7, x) where op = sub).

Указание. Вначале получите соответствующее λ -выражение
(λx.(λop.op 7 x)sub)3,

на основе постулатов λ -исчисления преобразуйте его к виду
(λop.op(7, (λx.x)3))sub

и получите код де Брейна:
S(Λ(S(0!, <′ 7,S(Λ(0!),′ 3) >)),Λ(sub ◦ Snd)).

Теперь,переписав его в виде инструкций КАМ и выполнив необхо-димые преобразования, можно получить ответ.Ответ. 4.
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Таблица 21.2: Вычисление на КАМ
Терм Код Стек
() < Λ(A),Λ(Snd+) > ε []
() Λ(A),Λ(Snd+) > ε [()]
A : () ,Λ(Snd+) > ε [()]
() Λ(Snd+) > ε [A : ()]
. . . . . . . . .
⊕ > ε [A : ()]
(A : (),⊕) ε []
((),⊕) < Snd,<′ 4, B >> ε []
((),⊕) Snd,<′ 4, B >> ε [((),⊕)]
⊕ , <′ 4, B >> ε [((),⊕)]
((),⊕) <′ 4, B >> ε [⊕]
((),⊕) ′4, B >> ε [((),⊕);⊕]
4 , B >> ε [((),⊕);⊕]
((),⊕) >> ε [4;⊕]
((),⊕) (Snd),′ 3 > ε >> ε [((),⊕); 4;⊕]
Snd : ((),⊕) , 3 > ε >> ε [((),⊕); 4;⊕]
((),⊕) 3 > ε >> ε [Snd : ((),⊕); 4;⊕]
3 > ε >> ε [Snd : ((),⊕); 4;⊕]
(Snd : ((),⊕), 3) ε >> ε [4;⊕]
(((),⊕), 3) Snd >> ε [4;⊕]
3 >> ε [4;⊕]
(4, 3) > ε [⊕]
(⊕, (4, 3)) ε []
((), (4, 3)) Snd+ []
(4, 3) + []
7 [] []



Раздел 22
ОптимизацияКАМ-вычислений
Задача 22.1 Для выражения:

let x = 5 in let z y = y + x in let x = 1 in (zx)× 2; ;

составить КАМ-программу вычисления значения и по возможностиоптимизировать ее.
Решение.
opt--1. Запишем исходное выражение:

P = let x = 5 in let z y = y + x in let x = 1 in (zx)× 2.

Его сведение к λ -выражению дает:
P = (λx.(λz.(λx.(zx)× 2)1)(λy.y + x))5.

Заметим, что эта форма записи приводит к простой опти-мизации во время компиляции. Дело в том, что код, соот-ветствующий выражению (λ.M)N , представляет собой ин-струкцию “push”, за которой следует “cur C” (где - код ),за которой следует “swap”, за которой следует код 1 для N ,за которым следует “cons” и “ε”. Предполагая, что означи-вание 1 на терме s дает значение w, приведем основные шагивычисления:
код ((λ.M)N) = push.cur C.swap.C1@[cons; ε],

169
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Таблица 22.1: Вычисление значения подстановки
Терм Код Стек
s push.(cur C).swap.C1@[cons; ε] S

s (cur C).swap.C1@[cons; ε] s.S

C : s swap.C1@[cons; ε] s.S

s C1@[cons; ε] (C : s).S
w [cons; ε] (C : s).S

(C : s, w) [ε] S

(s, w) C S

C = код(M), C1 = код(N).

В табл. 22.1 представлены вычисления значения.

Заметим, что
‖ (λ.M)N ‖ = < Λ(‖M ‖), ‖ N ‖> ε.

Рассмотрим средства получения оптимизированного кода. Кро-ме возможности означивания выражений относительно сре-ды, как это уже рассматривалось, в рамках категориальнойкомбинаторной логики возможно весьма естественно смо-делировать β-редукцию. Для этого используется множествоправил, отличающихся от рассмотренных ранее, причем ис-пользуются только чистые “категориальные” комбинаторы,то есть исключаются составление совокупностей и апплици-рование. Отправной точкой служит правило:
(Beta) ε◦ < Λ(x), y >= x◦ < Id, y > .

Это правило обосновывается следующим образом:
(ε◦ < Λ(x), y >)t = ε(< Λ(x), y > t)

= ε(Λ(x)t, yt)
= x(t, yt) = x(Id t, yt)
= (x◦ < Id, y >)t,

откуда следует принцип свертывания (Beta). Отметим, что
Id x = x. По правилу (Beta) выражению “let x = N inM”
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сопоставляется код push.skip.swap@C1@cons.C , где skipзамещает Id (с пустым действием). Действие конструкции
[push.skip.swap] точно такое же, как и у [push], то естьу рассмотренной оптимизации кода имеется теоретическоеобоснование.

opt--2. Покажем, что оптимизация [push.skip.swap] путем за-мены на [push] правомерна. Действительно, в терминах λ -исчисления получаем:
< f, g >= λt.λr.r(ft)(gt) = λt.(ft, gt),

а также получаем:
< g > = λt.λr.r(t)(gt) = λt.(t, gt) = λt.(Id t, gt).

Замещая в первом равенстве f на Id, получаем:
< Id, g >=< g >,

что обосновывает употребление символа “< · >” для един-ственного выражения (вырожденный случай). Далее,
< Id, g >= [push; skip; swap; g; cons], < g >= [push; g; cons].

Отсюда требуемая оптимизация получается как графиче-ское равенство.
opt--3. Введем еще одно правило оптимизации кода [⊕]1. Обосно-вание такой оптимизации трудности не представляет. Дей-ствительно, справедливы следующие равенства:

[⊕] ε◦ < Λ(+ ◦ Snd), < M,N >>=
= (+ ◦ Snd)◦ < Id,< M,N >>
= +◦ < M,N >=< M,N > +.

Более подробно:
(ε◦ < Λ(+ ◦ Snd), < M,N >)t = ε(Λ(+ ◦ Snd)t, < M,N > t)

= (Λ(+ ◦ Snd)t)(< M,N > t)
= (+ ◦ Snd)(t, < M,N > t)
= (+(Snd(t, < M,N > t)
= (+◦ < M,N >)t,

1Оказывается, что, например, можно провести оптимизацию, скомпилировав
M +N в код 〈M,N〉, за которым следует “plus”.
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откуда и следует требуемое равенство. Кроме того, после-довательность [cons; plus] можно заменить на [plus], еслисчитать что “plus” представляет собой двухместную функ-цию, а в качестве аргументов обрабатывает терм и вершинустека. Следует отметить, что при этом частично теряетсяапплицируемость операции “plus” к ее аргументам (так какосуществлен переход от λ -терма (λx.λy.+xy) к двухместно-му оператору x+y, требующему сразу оба операнда), однакоэта потеря общности для операций компенсируется возмож-ностью аналогичного проведения оптимизации для частныхслучаев трех- и вообще, n-местных функций. Это обосновы-вается использованием следующих правил (случай трехмест-ных функций):

λt.(ft, gt, kt) = λtλr′.r′(λr.r(ft)(gt))(kt) =
= λt.(< f, g > t, kt) = << f, g >, k >,

следовательно:
+(M,N,O) = + << M,N >,O > .

Действительно,
ε◦ < Λ(+ ◦ Snd), ε◦ < Λ(Snd), << M,N >,O >>> =

= + ◦ Snd◦ < Id, ε◦ < Λ(Snd), << M,N >,O >>>
= + ◦ (ε◦ < Λ(Snd), << M,N >,O >>>)
= + ◦ Snd◦ < Id,<< M,N >,O >>)
= +◦ << M,N >,O > .

Таким образом, для исходной задачи можно выделить следу-ющие основные шаги вычисления:
s push.C1@cons.C S
s C1@cons.C s.S
w cons.C s.S
(s, w) C S

Такое оптимизированное вычисление использует комбинатортождества, без которого используемую комбинаторную ло-гику трудно назвать категориальной.
opt--4. Вернемся к вычислению на КАМ терма P . Воспользуемсяобозначением x | y = y ◦ x для упрощения компилируемойзаписи. Введем сокращения:

Fst = F, Snd = S,
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Изложение сделаем замкнутым, приведя все подробности вы-кладок. Формулировку принципа оптимизации (Beta) возьмемв виде:
(Beta) < Λ(X), Y >| ε = x◦ < Id, y >=< y >| x.

Формулировку принципа оптимизации [⊕] возьмем в виде:
[⊕] < Λ(+◦Snd), < M,N >>| ε = (+◦Snd)◦ < Id,< M,N >> .

Кодирование по де Брейну дает:
P = (λx.(λz.(λx.(z x)× 2)1)(λy.y + x))5,

затем
P ′ = (λ.(λ.(λ.(1 0)× 2)1)(λ.0 + 1))5

= (λ.(λ.(λ.× ((1 0), 2))1)(λ.+ (0, 1)))5.

Далее вычисление значения P ′ дает:
‖ P ′ ‖ = <′ 5 >|‖ (λ.(λ(1 0)× 2)1)(λ.0 + 1) ‖;
‖ (λ.(λ(1 0)× 2)1)(λ.0 + 1) ‖

= <‖ λ.(λ.(1 0)× 2)1 ‖, ‖ λ.0 + 1 ‖> ε
= < Λ ‖ λ.(1 0)× 2)1 ‖, ‖ λ.0 + 1 ‖> ε
(Beta)

= <‖ λ.0 + 1 ‖>| ‖ (λ.(1 0)× 2)1 ‖;
‖ (λ.(1 0)× 2)1 ‖=<‖ λ.(1 0)× 2) ‖,′ 1 > ε

=< Λ ‖ (1 0)× 2 ‖,′ 1 > ε
=<′ 1 >| ‖ (10)× 2 ‖;

<‖ λ.0 + 1 ‖>=< Λ ‖ +(0, 1) ‖>
=< Λ <′ +, < 0!, 1! >> ε >
=< Λ < Λ(+ ◦ S), < 0!, 1! >> ε >;
(⊕)
= < Λ(+◦ < 0!, 1! >) >
=< Λ(< 0!, 1! >| +) >
=< Λ(< S,F | S >| +) >;

‖ (1 0)× 2) ‖=<‖ × ‖, <‖ (1 0) ‖,′ 2 >> ε
=< Λ(× ◦ S), <‖ (1 0) ‖,′ 2 >> ε
(⊕)
= ×◦ <‖ (1 0) ‖,′ 2 >
= ×◦ << 1!, 0! > ε,′ 2 >
= ×◦ << F | S, S > ε,′ 2 >
=<< F | S, S >| ε,′ 2 >| ×.
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Для экономичной записи вычислений введены сокращения. Сучетом сокращений для D, где D = (< S,F | S >| +) и дляC, где C = < F | S, S >| ε, получим:

‖ P ′ ‖ = <′ 5 >|< Λ(D) >|<′ 1 >|< C ′, 2 >| ×.

Для сокращения громоздкости КАМ-вычислений в порядке со-глашения обозначим:
B =< C,′ 2 >| ×, C =< F | S, S >| ε,D =< S,F | S >| +.

Обращаем внимание, что приводимые переобозначения, оче-видно, имеют связь с суперкомбинаторами. Действительно,каждый объект, введенный в употребление в виде матема-тического соглашения об обозначениях, представляет собойвполне определенный набор КАМ-инструкций. Этот наборможет быть вычислен (заранее скомпилирован) на КАМ, ипри необходимости достаточно в нужном месте использо-вать именно результат предварительного вычисления. Не-трудно заметить, что эти предварительные вычисления луч-ше производить не бессистемно, но придерживаясь вполнеопределенной “дисциплины” вычислений2 . Сама по себе ка-тегориальная абстрактная машина является относительноудачно сбалансированной системой “математических” вы-числений. Эти вычисления с большой наглядностью можнорасположить в виде таблицы с тремя столбцами, отража-ющими текущее значение терма, кода и стека. Напомним,что именно текущая тройка <терм, код, стек > являетсяв точности текущим состоянием (вычисления). Поэтому по-следовательность строк в таблице КАМ-вычислений задаетпоследовательность состояний процесса вычисления3. При-
2Методы оптимизации вычислений, когда удается выделить относительно неза-висимые параметры, получили развитие не только в различных вариантах “супер-комбинаторного” программирования, но и широко используются в функциональномпрограммировании. Сами подходы разнятся по использумой семантике вычисле-ний: как правило, используется денотационная семантика “с продолжениями”. Этоозначает, что для всякого правильного в некотором смысле вычисления известен“остаток программы”.3Вычисление может с математической точки зрения рассматриваться как после-довательность состояний, то есть как процесс в точном понимании этого термина.Эта точка зрения вполне в духе теории вычислений Д. Скотта.
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ведем полную последовательность КАМ-вычислений:

Терм Код Стек
() <′ 5 >< Λ(D) ><′ 1 > B []
() ′5 >< Λ(D) ><′ 1 > B [()]
(5) >< Λ(D) ><′ 1 > B [()]
((), 5) < Λ(D) ><′ 1 > B []
((), 5) Λ(D) ><′ 1 > B [((), 5)]
(D : ((), 5)) ><′ 1 > B [((), 5)]
(((), 5), D : ((), 5)) <′ 1 > B []
(((), 5), D : ((), 5)) ′1 > B [. . .]
(1) > B [. . .]
(((), 5), D : ((), 5)); 1 B []
(((), 5), D : ((), 5)); 1 < C,′ 2 > × []
(((), 5), D : ((), 5)); 1 C,′ 2 > × [. . . ; 1]
(((), 5), D : ((), 5)); 1 < F | S, S >| ε,′ 2 > × [. . . ; 1]
(((), 5), D : ((), 5)); 1 F | S, S >| ε,′ 2 > × [. . . ; . . . ; 1]
((D : ((), 5))) , S >| ε,′ 2 > × [. . . ; . . . ; 1]
(((), 5), D : ((), 5)); 1 S >| ε,′ 2 > × [D : ((), 5)); . . .]
(1) > ε,′ 2 > × [D : ((), 5)); . . .]
((D : ((), 5)); 1) ε,′ 2 > × [. . .]
(((), 5); 1) D,′ 2 > × [. . .]
(((), 5); 1) < S,F | S > +,′ 2 > × [. . .]
(((), 5); 1) S, F | S > +,′ 2 > × [(((), 5); 1); . . .]
(1) , F | S > +,′ 2 > × [(((), 5); 1); . . .]
(((), 5); 1) F | S > +,′ 2 > × [1; . . .]
(5) > +,′ 2 > × [1; . . .]
(1, 5) +,′ 2 > × [. . .]
(6) ,′ 2 > × [. . .]
(. . .) ′2 > × [6]
(2) > × [6]
(6, 2) × []
(12) [] []

Контрольные вопросы.
1. Сформулируйте основные правила оптимизации.
2. Какое преимущество дает использование принципов (Beta) и

[⊕] при написании КАМ-программ ?
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Упражнение.Напишите оптимизированную КАМ-программу для вычисления вы-ражения:

let x = 3 in let z = x+ y in fz where y = 1 where f = sqr.

Указание. Переходим к λ-выражению:
(λx.(λz.(λf.fz)sqr)((λy.+ xy)1))3,

получаем код де Брейна:
(λ.(λ.(λ.0 1)sqr)((λ.+ 1 0) 1))3.

Далее,
S ‖ λ.(. . .)(· · ·), 3 ‖= S(Λ(‖ (. . .)(· · ·) ‖),′ 3);
‖ (. . .)(· · ·) ‖= S(‖ (. . .) ‖, ‖ (· · ·) ‖);
‖ (. . .) ‖= Λ(S(Λ(S(0!, 1!)), ‖ sqr ‖));
‖ (· · ·) ‖= S(Λ(S(S(‖ + ‖, 1!), 0!)),′ 1);
S0(Λ1(S2(Λ3(S4(Λ5(S6(0!, 1!)6)5, ‖ sqr ‖)4)3,

S3(Λ4(S5(S6(‖ + ‖, 1!)6, 0!)5)4,
′ 1)3)2)1,

′ 3)0 ≡ R.Проделаем проверку, выполнив прямые вычисления:
R ρ ≡ S0(. . . ,′ 3)0ρ = (Λ1(. . .)1ρ)(′3 ρ) =1 (. . .)1(ρ, 3) ≡1 (. . .)1ρ

′;
1(. . .)1ρ

′ ≡ S2(. . . , . . .)2ρ
′ = S4(. . . , . . .)4(ρ′,4 (. . .)4(ρ′, 1));

4(. . .)4(ρ′, 1) = S5(. . . , . . .)5(ρ′, 1) = S6(. . . , . . .)6(ρ′, 1)1 =
= Λ(+ ◦ Snd)(ρ′, 1)ρ′ 1 = (+ ◦ Snd)((ρ′, 1), 3)1 = + 3 1 = 4;
S4(. . . , . . .)4(ρ′, 4) = Λ5(. . .)5(ρ′, 4)(Λ5(· · ·)5(ρ′, 4)) =
=5 (. . .)5((ρ′, 4), (Λ5(· · ·)5(ρ′, 4))) ≡
S(0!, 1!)(. . . , . . .) = Λ5(· · ·)5(ρ′, 4)4 =5 (· · ·)5((ρ′, 4), 4) ≡
≡ (sqr ◦ Snd)((ρ′, 4), 4) = sqr(4) = 16.

Полученное выражение R следует предварительно оптимизироватьпо правилам (Beta) и [⊕]. Для этого полезно предварительно ис-пользовать равенство:
S(x, y) = ε◦ < x, y > .

Ответ. sqr(4) = 16.



Раздел 23
Переменные объекты
Теоретические сведения. Среди объектов будем различать концепты,индивиды и состояния. Этими сущностями воспользуемся как основнымиединицами построения модели объекта данных, или МОД. Как и следу-ет ожидать, потребуются дополнительные средства формализации этоймодели, которые систематизируем на рис.23.1. Взаимодействие концеп-тов, индивидов, состояний позволяет сформулировать основной принципконцептуализации следующем образом:

значение(индивидный концепт) == функция : соотнесения→ индивиды
Это означает, что для описания концептов пользуемся формулами, ко-торые идентифицируют функции из соотнесений в индивиды. Другимисловами, концепт рассматривается как процесс в математическом смы-сле. Исходя из сформулированного принципа концептуализации, установимоснову для схемы исследования предметной области, нацеленной на выде-ление и фиксацию объектов данных:

значение(индивидный концепт)∈ индивидсоотнесение >−−
>−− индивид >−− состояниесоотнесение >−− состояние

В сформулированной схеме использованы следующие обозначения:
• знак “>−−” отмечает переход от инварианта к семейству;
• запись индивидсоотнесение означает множество всех отображенийиз соотнесений в индивиды, то есть экспоненту;
• запись состояниесоотнесение означает множество всех отображе-ний из соотнесений в состояния.
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Рис. 23.1: Модель объекта данных
Основная особенность схемы заключается в переходе от индивидных кон-цептов (в языке) к индивидным концептам в предметной области. Та-кой подход обеспечивается функцией вычисления значения. Далее концептПО1 трактуется как процесс, на основании которого выделяются и фик-сируются индивиды. Индивид также рассматривается как процесс, по-зволяющий указать состояния. Более нейтральной является терминоло-гия вида “состояние-метасостояние”, которая может применяться вза-мен “индивид-концепт” либо взамен “состояние-индивид”. Как принципконцептуализации, так и схема исследования предметной области могутбыть сформулированы не только на качественном уровне, но и в виде фор-мальной диаграммы, показанной на рис.23.1. В соответствии с этим ри-сунком индивидный концепт описывается формулой Φ, которая дополни-тельно снабжается оператором дескрипции I. Сперва для такого описа-ния вычисляется значение, которое позволяет языковой конструкции по-

1ПО -- предметная область.
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ставить в соответствие объект предметной области. Для полученноготаким способом образа языковой конструкции учтем соотнесение, чтоформально выражается индексом. При фиксации индивидов в МОД наибо-лее важно соблюдать справедливость условия

‖ IxΦ(x) ‖ i = d⇔ {d} = {d ∈ D | ‖ Φ(d) ‖ i = 1},

которое считаем основной характеристикой формализации.Варианты этого принципа в математике хорошо известны, но онизначительно в меньшей степени используются в сфере исследования та-кого предмета, как объекты данных. Действительно, все, что здесь ока-залось сказанным -- это единственность индивидуализации объекта d по-средством формулы Φ.Другим аспектом характеристики формализации служит следующеесоображение. Применяемые дескрипции обладают достаточной “избира-тельностью” для вычленения индивида из предметной области. В силуэтого приведенная характеристика формализации МОД, кроме фиксациииндивида в предметной области, предназначена для обеспечения связи cсистемами символьной обработки данных. Разработка и использованиесистем символьной обработки данных приводит к применению понятияфункции в смысле определения. В основу исследования кладется процессперехода от аргумента к значению, когда этот процесс кодируется опре-делением. Определения обычно задаются предложениями языка исследо-вателя. Затем они применяются к аргументам, заданным также пред-ложениями этого языка исследователя. В случае компьютерных системсимвольной обработки определения понимаются как программы, которыев свою очередь применяются к программам. Поскольку объектами изуче-ния являются как функции, так и аргументы, то возникает бестиповаясистема, допускающая самопременимость функции, что считается не-возможным для “обычных” математических функций. В качестве основ-ной бестиповой системы обычно используется λ-исчисление, опирающее-ся на понятие связанной переменной, или комбинаторная логика, вовсе неиспользующая понятие переменной.
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23.1 Основная задача
Задача 23.1 Построить объект заданного вида.

Формулировка задачи. Установить определение объекта, применивпринцип свертывания:
C = Iy : [D]∀x : D(y(x)↔ Φ) = {x : D | Φ}. (C)

Решение.Решение этой основной задачи опирается на диаграмму, показаннуюна рис.23.1. Конкретное применение зависит от целого ряда факто-ров и прежде всего -- от целей использования объекта. К таким объ-ектам относятся элементарные типы и индексированные концепты.Кроме этого вид результирующего объекта может изменяться в зави-симости от применяемой вычислительной модели. В последующихподразделах приводятся различные варианты решения основной за-дачи -- задачи построения модели объекта данных.
23.1.1 Элементарные типы
Рассмотрим построение определений для элементарных типов.
HT (I)--1. Тип. Обычно тип рассматривается как подмножествомножества, идентифицированного символом сорта. Такимобразом, для сорта D тип T зададим дескрипцией

T = Iy : [D]∀x : D(y(x)↔ Φ) = {x : D | Φ},

для которой справедливо включение T ⊆ D ∈ [D].
HT (I)--2. Отношение. Объект данных, называемый отношением,рассматривается как подмножество декартова произведе-ния областей, идентифицированных символами сортов. Сле-довательно, для сортов A, B отношение R определяется де-скрипцией

R = Iz : [A,B]∀x : A∀y : B(z[x, y]↔ Ψ) = {[x : A, y : B] | Ψ},
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для которой справедливо включение R ⊆ A × B. В данномслучае, чтобы избежать громоздкости, рассмотрено опре-деление двухместного отношения R.

HT (I)--3. Значение функции. При построении баз данных значи-тельное внимание уделяется классу отношений, называемомуфункциональными отношениями. С этой целью введем опре-деление
R′(t) = Iy : B.R([t, y]),

где t - терм сорта A. В данном случае справедлива запись
R′(t) ∈ B.

HT (I)--4. Функциональная абстракция. Такой объект данных от-личается особенно частым употреблением в аппликативныхсистемах программирования для указания на определение функ-ции. Для переменной u сорта A и терма s сорта B функцио-нальная абстракция определяется дескрипцией
λu : A.s = Iw : [A,B]∀u : A∀v : B(w[u, v]↔ v = s)

= {[u, v] | v = s},
для которой справедливо включение λu.s ⊆ A×B.

Как оказалось, аппарат дескрипций проявляет достаточную мощ-ность -- позволяет вторичным образом выразить оператор абстрак-ции. Отметим, что в комбинаторной логике оператор абстракциитакже выражается через комбинаторы. В этом смысле можно усмо-треть известную аналогию между средствами комбинаторной логикии средствами, предоставляемыми дескрипциями.
23.1.2 Типизация переменных объектов
Построим обобщение аппарата типизации объектов данных на слу-чай определения совокупностей, которые изменяются в зависимостиот внешних условий. В этом случае в рассмотрение вводятся пере-менные концепты, каждый из которых считается инвариантом соот-ветствующей совокупности объектов для заданных условий.
HT (I)--1. Условия учитываются в виде индекса, который харак-теризует выбранное соотнесение. Наиболее типичными слу-чаями определения переменных концептов следует считатьунарный концепт-тип и бинарный концепт-отношение.



182 РАЗДЕЛ 23. ПЕРЕМЕННЫЕ ОБЪЕКТЫ
HT (I)--2. Переменный концепт-тип. Возникает при рассмотре-нии пар соотнесение-индивид и соответствует дескрипции

C = C(I) = Iz : [I, T ]∀i : I∀hi : T (z[i, hi]↔ Φ)
= {[i, hi] | Φ} ⊆ {h | h : I → T}
= HT (I).

В рассмотренном случае HT (I) считается совокупностьювсех индивидов для соотнесений из I и для типа T . Данноеопределение допускает вывод одного частного случая, кото-рый является центральным при построении вычислительныхмоделей с использованием λ-исчисления. Если в качестве Iвзять T , а индивиды считать константными, то C перево-дит такой индивид h в одноэлементное множество {h}:
C : h 7→ h

и, конечно, C(h) ∈ {h}. Отсюда немедленно следует равен-ство
C = 1C : C → C,

то естьC ведет себя как единичное отображение 1C со свой-ством
C = C ◦ C.

HT (I)--3. Бинарный концепт-отношение. Поскольку это наиболееобщий случай зависимости объектов, то недостаточно огра-ничиться дескрипцией

φ = φ(I) = Iz : [I, (T, T )].∀i∀ui : T∀vi : T (z[i, [ui, vi]]↔ Φ)
= {[i, [ui, vi]] | Φ}
⊆ {< u, v >|< u, v >: I → T × T }
= HT×T (I).

Существенный момент заключается в том, что u являет-ся элементом HT (I), а v -- элементом HT (I), то есть u ∈
HT (I), v ∈ HT (I). Более того, при определении дескрипциидля φ справедливы следующие равенства:
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φ = φ(I) = Iz : [(I, T ), (I, T )].∀i∀ui∀vi(z[[i, ui], [i, vi]]↔ Φ)
= {[[i, ui], [i, vi]] | Φ}
⊆ {[u, v] | Φ}
= HT (I)×HT (I).

Оба выражения для φ оказываются изоморфными и могутбыть положены в основу системы типизации.
23.1.3 Вычислительные модели
Рассмотрим типизированные вычислительные модели объектов дан-ных. Основной целью системы типизации ОД 2 является ее исполь-зование для моделирования выполнения либо конструкций ЯМОД3,либо программы, возможно, использующей конструкции ЯМОД. Рас-смотрим способ интерпретации конструкций ЯМОД или ЯМОД, ко-торые, возможно, входят в объемлющую программу, либо, наоборот,содержат программу (функции) системы программирования. Способоснован на определении и использовании семейств аппликативныхпредструктур вида

< {HB}, {evBC} >
для произвольных типов B, C из системы типизации ОД, где H --домен объектов типа B, evBC -- аппликатор вычисления значенияфункции на аргументе из HB .
HT (I)--1. При построении вычислительной модели объектов дан-ных (ВМОД) предполагаются следующие действия:

• введение в рассмотрение пространства функций как явныхобъектов в представляющей категории;
• построение по заданным объектам A иB самостоятельно-го объекта (A→ B);
• установление для его использования отображения-апплика-тора evBC : (B → C) × B → C, которое обеспечивает по
f : B → C и x : B вычисление f(x) : C, то есть f, x 7→ f(x);
• при вычисленииh(x, y) двухаргументного отображения-оператора
h : A×B → C фиксируется x, а h(x, y) считается функцией

2ОД -- объекты данных.3ЯМОД -- язык манипулирования объектами данных.
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от y;
• для связи h со значениями вводится специальная функцияабстрактор ΛABC , типизируемая посредством

(ΛABCh) : A→ (B → C);

• для заданного опертора h и аргумента x абстрактор име-ет вид (ΛABCh)(x) : B → C, что позволяет при вычислениизначения от второго аргумента использовать аппликатор.Принципиальной особенностью этой ВМОД является возмож-ность ее использования для концептов, индивидов и состоянийпо отдельности. Вместе с тем допустимо применять ВМОДи для объекта данных в целом.
HT (I)--2. Абстракция по двум переменным. При абстрагированиипо двум переменным проявляются все особенности разрабо-танного аппарата, которые обычным образом переносятсяна случай большего числа переменных. Для сокращения записидескрипции не указаны сорта переменных:

λ[x, y].t = λzIw∀x∀y(z = [x, y] & t = w).

В свою очередь w трактуется как отношение
w = Id∀z∀τ [d[z, τ ]↔ Ψ]

и τ ∈ w′(z). Поскольку терм t в зависимости от z принимаетзначения из w′(z), то полагаем t ∈ w′(z). Соответствующиеупорядоченные пары [z, t] кладутся в основу определения объ-екта
λz.t = λ[x, y].t,

что дает требуемую дескрипцию.
HT (I)--3. Функциональнное пространство. Этот объект предста-вляет множество функций из типа A в тип B, что записы-ваем в виде дескрипции

A→ B = {z : [A,B] | ∀x ∈ A∃y ∈ B.z[x, y]}
или в более слабой форме для сортов A, B и A → B. В по-следнем случае определяющая формула изменяется для учетасвязи сортов A, B с типами , B.
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HT (I)--4. Аппликатор. На основе двух предыдущих дескрипций ука-жем дескрипцию для оценочного морфизма:

evAB = λ[z, x]Iy.z[x, y],

которая по функции z ∈ A→ B и аргументу x ∈ A указыва-ет значение y ∈ B, то есть
evAB : [z, x] 7→ z(x),

или в более общем случае, evAB : [z, x] 7→ y.

23.1.4 Индексированные объекты
Построение ВМОМД предполагает выделение и фиксацию основ-ных строительных блоков расширяемой среды программирования.Каждый из этих блоков является динамичным объектом метаданныхв том смысле, что учитывает соотнесение либо разворачивание со-бытий. Перечисленный порядок действий, нацеленный на учет дина-мики, предполагает введение средствами ЯООД4 целого ряда ОМД5,соединяющих в себе возможности АВС и средств типизации. Наи-более важными из таких ОМД являются индексированный концепти индексированное отношение.
HT (I)--1. Индексированный концепт. Вычисление значения выра-жений, построенных в виде λ-абстракций, опирается на свой-ство расширяемости. Это свойство проявляется в добавле-нии к среде и увязке индивидов, удовлетворяющих телу λ-абстракции. Рассматривая аппликацию (λ.Φ)h, где Φ -- тело

λ-абстракции, h - индивид (индивидная константа) из пред-метной области, получаем :
‖ (λ.Φ)h ‖ i =‖ Φ ‖ [i, hi]

для соотнесения i. Тем самым увязка индивида h с телом λ-абстракции Φ сводится к построению концепта, соответ-ствующего ‖ Φ ‖ и проверке принадлежности h ∈‖ Φ ‖.Проверка принадлежности производится операцией селекции
4ЯООД -- язык определения объектов данных.5ОМД -- объекты метаданных.
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реляционного языка манипулирования данными. Проверка осу-ществляется согласно следующей процедуре:1) устанавливается соотнесение i в соответствии с базойданных;2) устанавливается тип T индивида h, выбранного из базыданных;3) проверяется, удовлетворяет ли индивид h ограничению Φ;4) отбираются все такие индивиды h′ = hi, которые кладут-ся в основу экстенсионала концепта C ′(i); для него справед-ливо включение

C ′(i) ISA T;

5) все отобранные пары [i, hi] идентифицируют индивиды hв мире i из совокупности I и принимаются за экстенсионалпеременного концепта C(I);6) сохраняется естественное включение C(I) ⊆ HT (I) дляпеременного домена HT (I), задавемого определением
HT (I) = {h | h : I → T}.

HT (I)--2. Динамика концепта. Наиболее действенным примене-нием индексированных концептов является возможность рас-смотрения их изменения в зависимости от изменений, проис-шедших в предметной области. Пусть в предметной обла-сти события разворачиваются по закону f , где f : B → I ,то есть из мира I осуществляется переход в мир B. В этомслучае применение свойства расширяемости при вычислениизначений λ-абстракций имееет определенную специфику. Дляаппликации (λ.Φ)h получаем:
‖ (λ.Φ)h ‖ i = ‖ Φ ‖f [b, (h ◦ f)b]

для соотнесения i = fb. Таким образом, увязка индивида h стелом λ-абстракции Φ сводится не к проверке принадлежно-сти индивида h значению ‖ Φ ‖, а к проверке принадлежностиобраза h при разворачивании событий по закону f в мире b длясмещенной оценки ‖ Φ ‖f . Следовательно, проверку принад-лежности осуществляет модифицированная процедура:1) устанавливается новое соотнесение B как альтернативастарому соотнесению при разворачивании событий по закону
f ;2) устанавливается тип T образа индивида h, выбранного из
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образа базы данных при преобразовании f ;3) проверяется,удовлетворяет ли образ индивида h ограниче-нию Φ в мире b;4) отбираются все такие индивиды h′ = (h ◦ f), которыекладутся в основу экстенсионала концепта C ′f (b); для негосправедливо включение C ′f (b) ISA T;5) все отобранные пары [b, hb] идентифицируют индивиды hв мире b из совокупности B и принимаются за экстенсионалпеременного концепта Cf (B);6) сохраняется естественное включение Cf (B) ⊆ HT (B) длядомена HT (B), задаваемого определением HT (B) = {h | h :
B → T} .

HT (I)--3. Статика концепта. Предельным случаем закона раз-ворачивания событий является тождественное (единичное)преобразование. Тогда запись
f = 1I : I → I

означает, что закон разворачивания событий f не приводит кизменениям в предметной области. При вычислении значения
λ-абстракции получаем:

‖ (λ.Φ)h ‖ i = ‖ Φ‖1I [i, hi].
Таким образом, увязка индивида h с телом λ-абстракции Φне требует выполнения модифицированной процедуры, а ока-зывается полностью аналогичной процедуре для индексиро-ванного концепта. Исследование статики концепта имеетважное следствие. Поскольку в предметной области (и в базеданныхD) изменений не происходит, то отождествим соот-несение I иD, положив I = D. ТогдаC1I(I) : h→ h, то естьиндивид h переводится сам в себя иC1I(I) = C1D(D) = 1D.С другой стороны, получаем C1I(I) = C(I) и CI : CI → CI ,откуда следует правило:

индексированный концепт ведет себякак единичное преобразование.
Более подробно, для произвольных концептов A, B и отбра-жения f : A→ B справедливы равенства

A = A ◦A; f = B ◦ f ◦A,



188 РАЗДЕЛ 23. ПЕРЕМЕННЫЕ ОБЪЕКТЫ
которые вытекают непосредственно из предыдущего рас-смотрения и полученного правила.

HT (I)--4. Функторная характеристика концепта. Анализ дина-мики и статики концептов позволяет разделить управляю-щее воздействие на концепты, с одной стороны, и саму си-стему концептов - с другой. Это означает, что управлениеосуществляет переключение системы концептов в зависимо-сти от закона, по которому разворачиваются события. Пред-ставление системы меняющихся концептов приводит к фор-мулированию функторной характеристики концептов. Суще-ственным оказывается способ учета закона f разворачиваниясобытий -- C ведет себя как контравариантный функтор:1) закон f : B → I понимается как переход от мира I к миру
B, то есть от уровня знания I к уровню знания B и т.п.;2) получаем: f = 1I ◦ f ◦ 1B и C1B = C(B), C1I = C(I);3) для концептаCf = Cf (B) справедливо следующее включе-ние:

C(f) : C(I)→ C(B);
Cf ⊆ C(B),

поскольку проверка типа T для индивида h и его образа припреобразовании f сохраняет естественные включения для пе-ременных доменов:
C(I) ⊆ HT (I) = {h | h : I → T};
C(B) ⊆ HT (B) = {h | h : B → T};
Cf = {h ◦ f | h ◦ f : B → T} ⊆ C(B).

HT (I)--5. Индексированное отношение. До сих пор рассматрива-лось индексирование одноместных концептов. В этом случаеуже проявляются все основные моменты, связанные с учетомзакона разворачивания событий. Однако в случае взаимодей-ствия с базой данных требуется определение и поддержаниемногоместных концептов. Для упрощения изложения рассмо-трим индексирование двухместного концепта, соответству-ющего бинарному отношению. Полная его характеристикаследует из рассмотрения аппликации (λλ.Φ)uv для формулы
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Φ и индивидов u и v. Получаем:

‖ (λλ.Φ)uv ‖ i = (‖ (λλ.Φ) ‖ i)(‖ u ‖ i)(‖ v ‖ i)
= Λ ‖ λ.Φ ‖ i(ui)(vi)
= (‖ λ.Φ ‖ [i, ui])(vi)
= Λ ‖ Φ ‖ [i, ui](vi)
= ‖ Φ ‖ [[i, ui], vi]

для соотнесения i. Возможен и иной способ рассуждения:
‖ (λ.Φ)[u, v] ‖ i = Λ ‖ Φ ‖ i(‖ [u, v] ‖ i)

= Λ ‖ Φ ‖ i[ui, vi]
= ‖ Φ ‖ [i, [ui, vi]],

при применении которого предполагается, что Φ - двухмест-ный оператор (некаррированный). Увязка индивида [ui, vi] стелом λ-абстракции Φ сводится к построению концепта, со-ответствующего ‖ Φ ‖, и к проверке принадлежности [ui, vi] ∈‖
Φ ‖. В данном случае индивид представляет собой упорядо-ченную пару, каждый элемент которой определен на соот-ветствующем одноместном концепте:

‖ (λ.Ψ1)u ‖ i = ‖ Ψ1 ‖ [i, ui] = U({i});
‖ (λ.Ψ2)v ‖ i = ‖ Ψ2 ‖ [i, vi] = V({i}).

Проверка принадлежности индивида wi = [ui, vi] концепту
φ =‖ Φ ‖ осуществляется согласно следующей процедуре:1) устанавливается соотнесение i в соответствии с базойданных;2) устанавливаются типы T и T индивидовui и vi, выбранныхиз базы данных (и спаренных);3) проверяется, удовлетворяет ли индивид wi ограничению
Φ;4) отбираются все такие индивиды wi, которые кладутсяв основу эктенсионала концепта φ′(i); для него справедливовключение

φ′(i) ISA (T× T );

5) все отобранные пары [i, wi] идентифицируют индивиды wв мире i из совокупности I и принимаются за экстенсионалпеременного концепта φ = φ(I);6) сохраняется естественное включение φ(I) ⊆ HT×T (I) дляпеременного домена HT×T (I), задаваемого определением
HT×T (I) = {w | w : I → (T× T )}.
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HT (I)--6. Динамика отношения. Учет изменений, происходящих впредметной области, проявляется в ассоциированных изме-нения базы данных. Приняв в качестве закона разворачива-ния событий f : B → I , применим свойство расширяемо-сти при вычислении значений λ-абстракции. Для аппликации

(λ.Φ)[u, v] получаем:
‖ (λ.Φ)[u, v] ‖ i = ‖ Φ‖f [b, (< u, v > ◦f)b].

Это выражение может быть записано в несколько модифи-цированном виде. Суть модификации состоит в следующем:
‖ (λ.Ψ1)u ‖ (fb) = ‖ Ψ1 ‖f [b, (u ◦ f)b],
‖ (λ.Ψ2)v ‖ (fb) = ‖ Ψ2 ‖f [b, (v ◦ f)b],
u ◦ f ∈ Uf , v ◦ f ∈ Vf .

Тогда φf ⊆ [Uf ,Vf ] и < u, v > ◦f ∈ φf для φf ⊆ (B ×
T) × (B × T ). Следовательно, увязка индивида w с телом
λ-абстракции Φ сводится к проверке принадлежности обра-за w при разворачивании событий по закону f в мире b длясмещенной оценки ‖ Φ ‖f . Детали проверки принадлежностипроизводятся согласно следующей процедуре:1) в качестве альтернативы соотнесению i устанавливаетсяновое соотнесение b для закона разворачивания событий f ;2) устанавливается тип T × T образа индивида w, выбран-ного из образа базы данных при преобразовании f ;3) проверяется, удовлетворяет ли образ индивида w ограни-чению Φ в мире b;4) отбираются все такие индивиды < u, v > ◦f , которыекладутся в основу экстенсионала концепта φ′f (b); для негосправедливо включение

φ′f (b) ISA T× T ;

5) все отобранные пары [b, (< u, v > ◦f)b] идентифицируютиндивиды < u, v > ◦f в мире b из совокупности B и принима-ются за экстенсионал переменного концепта φf (B) = φf ;6) сохраняется естественное включение
φf (B) ⊆ Uf (B)×Vf (B) ⊆ HT (B)×HT (B)

для переменного домена HT (B) ×HT (B), задаваемого опре-делением
HT (B)×HT (B) = {h | h : (B → T)× (B → T )}.
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Глоссарий
Алгебра. Алгеброй часто считают систему, вовсе не использующуюсвязанных переменных, то есть все используемые перемен-ные являются свободными.
Алфавит. Алфавитом считается определенный набор объектов, на-зываемых символами или буквами, которые обладают свой-ством неограниченной воспроизводимости (на письме).
Аксиоматическая теория множеств. Характеристики этой теории (см.,например, [17] ): (1) пропозициональные функции рассматри-ваются экстенсионально (функции, имеющие одни и те же зна-чения истинности для одних и тех же аргументов, отождествля-ются), (2) пропозициональные функции более чем от одногоаргумента сводятся к пропозициональным функциям одногоаргумента, т. е. к классам; (3) имеется класс, элементы кото-рого называются множествами; класс может быть элементомдругого класса тогда и только тогда, когда он является множе-ством; (4) множества характеризуются генетически, согласноих построению, чтобы слишком обширные классы, например,класс всех множеств, не допускались в качестве множеств.
Высказывание. Высказывание определено тем способом, относитель-но которого можно рассматривать его доказательство.
Дефинициальное (определительное) равенство. Бинарное отношение

дефинициального равенства обозначается посредством “def= ”.Его левая часть считается определяемым, а его правая часть-- определяющим. Это отношение эквивалентности (рефлек-сивное, симметричное и транзитивное).
Доктрина типов. Доктрина типов восходит к Б. Расселу, согласно ко-торому всякий тип рассматривается как диапазон значимостипропозициональной (высказывательной) функции. Более того,считается, что у всякой функции имеется тип (ее домен). В док-трине типов выполняется принцип замены типа (высказыва-ния) на дефинициально эквивалентный тип (высказывание).
Значение. Значения образуют концептуальный класс, состоящий изсодержательных объектов, которые приписываются посредствомоценки формальным объектам.
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Имя. Имя называет некоторый действительный или воображаемыйобъект.
Интерпретация теории. Под интерпретацией теории относительносодержательной области (предметной области) понимается много-однозначное соответствие между элементарными высказыва-ниями теории и определенными содержательными высказыва-ниями, относящимися к этой содержательной области.
Интерпретация адекватная. Адекватная, или относительно полнаяинтерпретация каждому содержательному высказыванию (ин-терпретанту из содержательной области) ставит в соответствиетеорему из теории.
Инфикс. Инфиксами считаются бинарные функторы (“связки”, опе-раторы), которые пишутся между аргументами.
Исчисление. Исчислением называют систему, использующую связан-ные переменные. В частности, λ-исчисление использует свя-занные переменные, и единственным оператором, связываю-щим переменную, то есть превращающим переменную в фор-мальный параметр, является оператор функциональной аб-стракции λ.
Категория. КатегорияE содержит объектыX, Y, . . . и стрелки f, g, . . ..Каждой стрелке f соответствует объект X, называемый доме-ном и объект Y , называемый кодоменом. Этот факт записыва-ется в виде f : X → Y . Дополнительно накладываются огра-ничения на использование композиции -- с учетом единичного(тождественного) отображения. Стрелки рассматриваются какпредставления отображений. Более строго, если g -- произ-вольная стрелка g : Y → Z с доменом Y , который совпадает скодоменом f , то имеется стрелка g ◦ f : X → Z, называемаякомпозицией g с f . Для каждого объекта Y существует стрелка

1 = 1Y : Y → Y , называемая тождественной стрелкой для Y .Предполагается выполнение аксиом тождества и ассоциатив-ности для всех стрелок h : Z →W :
1Y ◦ f = f, g ◦ 1Y = g, h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f : X →W.

Класс. Понятие класса считается интуитивно ясным. Классы объ-ектов обычно рассматриваются как некоторые объекты. Соб-ственные классы (например, класс чисел, домов, людей и т.п.)-- это такие классы, которые не являются членами самих себя.
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Несобственные классы -- это такие классы, которые являютсячленами самих себя (например, класс всех понятий).

Класс концептуальный. В широком смысле слова - это совокупностьдопустимых элементов этого класса.
Класс индуктивный. Это концептуальный класс, порожденный из опре-деленных исходных элементов посредством выделенных спо-собов комбинации.
Комбинатор. Комбинатором считается объект, который относитель-но означивания проявляет свойство константности. С точкизрения λ-исчисления комбинатор является замкнутым термом.
Комбинаторная логика. В узкой формулировке это ветвь математи-ческой логики, изучающая комбинаторы и их свойства. В ком-бинаторной логике функциональная абстракция выразима втерминах обычных операций, то есть без использования фор-мальных переменных (параметров).
λ-терм. λ-термом, или λ-выражением считается объект, полученныйиндукцией по построению с возможным применением опера-торов аппликации и абстракции.
Логика. “Логика есть анализ и критика мышления” (см. Johnson W.E.Logic, part I, London, 1921; part II, London, 1922; part III, London,1924.). Когда при изучении логики применяются математиче-ские методы, то строятся математические системы, опреде-ленным образом связанные с логикой. Эти системы являютсяпредметом самостоятельного исследования и рассматривают-ся как ветвь математики. Такие системы составляют матема-тическую логику. Математической логике принадлежит зада-ча объяснения природы математической строгости, посколькуматематика является дедуктивной наукой, и понятие строгогодоказательства является центральным для всех ее разделов.Более того, математическая логика включает в себя изучениеоснований математики.
Об-система. Формальные объекты об-системы образуют индуктив-ный класс. Элементы этого индуктивного класса называют-ся обами, или объектами. Начальные элементы индуктивногокласса считаются атомами, а способы комбинации -- опера-циями. Об-системы используются для поиска существенных,инвариантных образований объектов.
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Оболочка Каруби. Оболочка Каруби представлет собой частный видкатегории.
Объект. Объектом считается математическая сущность, которая ис-пользуется в теории. Объект -- это математическое предста-вление реального объекта предметной области (“внешнего ми-ра”).
Объектно-ориентированное программирование. Объектно-ориентиро-ванное программирование (ООП) -- это способ программиро-вания, обеспечивающий модульность программ за счет разде-ления памяти на области, содержащие данные и процедуры.Области могут использоваться в качестве образцов, с которыхпо требованию могут делаться копии.
Определение. Явные определения вводят в рассмотрение функции.Таким образом, начиная с переменной x, которая обозначаетпроизвольный объект типа A, строится выражение b[x], обо-значающее объект типа B(x). Далее определяется функция f

типа (∀x ∈ A)B(x) схемой f(x)
def
= b[x], где квадратные скобкиуказывают на вхождение переменной x в выражение b[x]. Если

B(x) для каждого объекта x типаA определет один и тот же тип
B, то вместо “(∀x ∈ A)B(x)” используется сокращенная формазаписи A→ B. Последняя запись принимается за тип функцийиз A в B.

Оценка. Оценкой считается соответствие, когда содержательные объ-екты сопоставляются с формальными объектами, причем одини тот же содержательный объект может быть поставлен в соот-ветствие двум или более различным формальным объектам.
Переменная. Переменной считается “переменный объект”, вместокоторого можно производить подстановки.
Переменная неопределенная. Это (атомарный) объект, на который (воб-системе) не наложено никаких ограничений.
Переменная подстановочная. Это такой объект, вместо которого до-пускаются подстановки по явно сформулированному правилуподстановки.
Переменная связанная. Это объект, который участвует в операции,имеющей один или более формальных параметров. Связыва-ние переменной имеет смысл относительно такого рода опе-рации.
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Постулаты. Термином “постулаты” называют правила вывода и ак-сиомы.
Предложение. Предложение выражает утверждение.
Представление. Представлением (системы) считается любой способрассмотрения конкретных объектов (из предметной области)как формальных объектов. Содержательные (конкретные) объ-екты сохраняют структуру формальных объектов.
Префикс. Префиксом считается функтор (оператор, “связка”), кото-рый пишется перед аргументами.
Проекция. В качестве проекции берется подмножество соответству-ющего декартова произведения.
Произведение. Произведение экстенсионально определяется как со-вокупность кортежей (n-ок). В зависимости от числа элементовв кортеже произведение наделяется арностью.
Реляционная система. Это система с единственным базисным пре-дикатом, который является бинарным отношением.
Свойство. Свойством считается пропозициональная функция, опре-деленная на (произвольном) типе A.
Суффикс. Суффиксом считается функтор, который пишется послеаргументов.
Теория. Теорией считают способ выбора подкласса истинных выска-зываний из числа высказываний, принадлежащих классу всехвысказываний A.
Теория дедуктивная. Теория T считается дедуктивной, если T явля-ется индуктивным классом (элементарных) высказываний.
Теория непротиворечивая. Непротиворечивая теория определяетсякак такая теория, которая не охватывает всего класса A вы-сказываний.
Теория полная. Полной считается такая дедуктивная теория T , чтоприсоединение к ее аксиомам элементарного высказывания,не являющегося элементарной теоремой, при сохранении пра-вил неизменными делает ее противоречивой.
Теория полная в смысле Поста. T полна, если каждое высказываниеиз класса A высказываний является следствием относительно

T любого высказывания X, не входящего в T .
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Теория типов. В основе этой теории лежит принцип иерархичности.Это означает, что логические понятия -- высказывания, инди-виды, пропозициональные функции -- располагаются в иера-хию типов. Существенно, что произвольная функция в каче-стве своих аргументов имеет лишь те понятия, которые пред-шествуют ей в иерархии.
Фраза (грамматическая). Фразами считаются имена, предложения ифункторы.
Функтор (грамматический). Функтор рассматривается как средствосоединения фраз для образования других фраз.
Язык. Язык в широком смысле слова определяется введением в упо-требление соглашений: (1) фиксируется алфавит; (2) фикси-руются правила образования из букв алфавита определенныхкомбинаций, называемых выражениями или словами.
Язык исследователя (U -язык). U -язык характеризуется: (1) единствен-ностью для каждого конкретного контекста; (2) наличием средствформализации терминологии; (3) изменчивостью в том смы-сле, что он является процессом относительно добавления но-вой символики или новых терминов, причем использованиестарых терминов не обязательно является неизменным; (4) U -язык по необходимости неясен, однако пользуясь им можнодостичь любой разумной степени точности.
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